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APRESENTACAO

Ja temos no mercado editorial brasileiro alguns bons livros de Fisica, para os diversos niveis de
ensino. Temos livros que enfocam o assunto em um nivel mais elementar e com poucas exigéncias
matematicas, até livros com maior rigor conceitual e matematico. Os livros de Tipler e Halliday e
Resnick podem ser considerados do primeiro tipo, enquanto os livros de Fisica Béasica de Moysés
Nussenzveig s&o livros que se enquadram no segundo tipo. Podemos, entdo, perguntar: por que mais
um livro de Fisica, especificamente sobre eletricidade e magnetismo? O Manual de Eletricidade e
Magnetismo, pela sua estrutura, trata-se de uma obra em que procuramos apresentar uma boa
fundamentacéo tedrica de cada topico estudado, como também procuramos ndo descuidar do enfoque
matematico, sempre na medida do que mostrou ser necessario. J& de longa data se sabe que o
eletromagnetismo € um ramo da ciéncia que exige uma abordagem matematica relativamente
profunda. Entretanto, nem sempre foi assim. Nos primdrdios dos estudos dos fenémenos elétricos e
magnéticos havia a impressdo que se tratava de uma “ciéncia facil”, muito longe das complicactes
matematicas inerentes as ciéncias mais desenvolvidas até aquela época: a mecanica dos corpos
terrestres, a mecanica celeste e a Optica geométrica. Isso foi verdadeiro, basicamente, s6 até o final do
século XVIII, quando eram conhecidas apenas a eletrostatica e a magnetostatica. Com a invencgédo da
pilha por Alessandro Volta em 1800, e duas décadas depois, com a descoberta de Oersted da interacao
entre uma bussola e um fio retilineo com corrente continua, a situacdo estava preparada para o
surgimento da eletrodinamica (eletromagnetismo). Desde entdo, a ciéncia dos fendmenos
eletromagnéticos avancou muito e suas complicagfes matematicas evoluiram na mesma proporcgéo.

Este livro, contendo vinte e dois capitulos e quatro apéndices, destina-se, em primeiro lugar,
aos estudantes dos cursos de Licenciatura em Matematica, Biologia e dos cursos técnico-cientificos,
em geral.

Alguns trechos dos capitulos, nos quais se aplicam os métodos de analise vetorial, podem ser

omitidos, sem prejudicar a compreensao do contetdo e das conclusdes finais. Procuramos dar bastante

énfase a questdo do magnetismo nos meios materiais, quando a distin¢éo entre os campos B e H se faz
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presente, como também a polarizacdo dos dielétricos, onde o vetor deslocamento D tem importancia
fundamental. Uma caracteristica marcante de nosso enfoque foi apresentar muitos resultados no
sistema de unidade CGS (Sistema Gaussiano CGSE, para a eletricidade e Sistema Gaussiano CGSM,
para 0 magnetismo) ao lado de resultados apresentados no Sistema Intenacional (S1). Nao resta duvida
que este ultimo é mais usado nos livros didaticos atuais. Entretanto, também ndo resta divida que é
bom que o aluno tenha conhecimento do sistema CGS, até porque muitos artigos cientificos e alguns
livros mais antigos sdo apresentados nesse sistema de unidade. Além disso, o sistema CGS é
comumente empregado em fisica atbmica. Entretanto, ndo resta ddvida que a unidade assim definida é
muito pequena para as aplicagBes préaticas, particularmente, nos problemas de engenharia. Para
expressar grandezas fisicas em poténcias de base dez, optamos pelo uso de um ponto indicando a
multiplicacdo do coeficiente pela poténcia de base dez, em vez de usar um X, que é de uso mais geral
na literatura contemporanea.

Na sua plenitude, o manual pode também ser recomendado aos estudantes do Curso de
Licenciatura em Fisica. Nesse sentido, a orientacdo do curso esta em consonancia com algumas
exigéncias indicadas para uma boa formacdo de professores de Fisica, sendo que uma delas é a
superacdo das abordagens fragmentadas, muitas vezes presentes nos cursos de Matematica e de
Ciéncias da Natureza.

O objetivo principal que se quer atingir com este manual €, antes de tudo, é o de dar aos
estudantes uma compreensdo mais clara das ideias fundamentais, dos conceitos e dos métodos
empregados na ciéncia do eletromagnetismo, assim como elucidar o sentido fisico das leis ja
estabelecidas e propiciar que eles aprendam a fazer sua aplicacdo consciente, quando da resolugéo de
problemas especificos.

Os leitores, que desejarem ampliar ainda mais 0s seus conhecimentos sobre temas tratados
neste Manual de Eletricidade e Magnetismo, poderdo consultar, entre outros, os livros citados nas
referéncias bibliograficas, que se encontra no fim do manual. Por exemplo, para aprofundar no estudo
de circuitos elétricos, indicamos o livro de Charles K. Alexander e Matthew N. O. Sadiku (2013),
principalmente os capitulos 1 e 2, que apresentam um resumo da teoria € muitos exercicios resolvidos
ou para o aluno resolver. Para adquirir no¢Ges Uteis da andlise vetorial, o primeiro capitulo do livro de
Matthew Sadiku: Elementos de Eletromagnetismo (2012), e também o primeiro capitulo da
Eletrodinamica de David J. Griffiths (2011), sdo bastante adequados. Para 0s que desejarem adquirir
maiores conhecimentos no tocante a histdria do eletromagnetismo, indicamos os livros de Malcolm
Longair e de Whittaker, sendo que o livro de Longair ndo é propriamente um livro de historia do
assunto, mas um livro que apresenta uma abordagem conceitual dos fundamentos da fisica classica,
com énfase nos seus aspectos historicos. No que concerne ao eletromagnetismo, esse assunto é tratado
nos capitulos 5 e 6. Ja o livro de Whittaker estd voltado exclusivamente para a historia do

eletromagnetismo.
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CAPITULO 1
INTERACAO ELETROMAGNETICA

Sdo conhecidos quatro tipos de forcas ou interagdes fundamentais na natureza: em ordem
decrescente de intensidade, elas sdo a forca nuclear forte, a eletromagnética, a nuclear fraca e a
interacdo gravitacional. A forca nuclear forte e a nuclear fraca séo forcas de pequeno alcance, enquanto
a forca eletromagnética e a gravitacional sdo forcas de longo alcance. A interacdo nuclear forte
mantém os protons e neutros unidos nos ndcleos dos atomos. A interacdo nuclear fraca é responsavel
pelo decaimento de algumas particulas elementares. De um ponto de vista fundamental, a interacao
eletromagnética é a que compreendemos melhor. E, além disso, ela esta presente nos mais diversos
fendmenos que se manifestam a nivel atdmico-molecular. Na mecanica geral basica, a causa das
mudanc¢as no movimento dos corpos é atribuida a grandeza forca. Entretanto, quando passamos da
mecanica basica para um nivel mais avancado, é comum dar preferéncia a uma descricdo do
movimento que dispensa o conceito de forga. E o caso das abordagens lagrangiana e hamiltoniana da
mecanica, que usam largamente os conceitos de energia e momento, enquanto o conceito de forca fica
relegado a um segundo plano.

No tocante ao eletromagnetismo, algo semelhante ocorreu. A lei de Coulomb é uma lei de forca
entre cargas pontuais. Ampere e outros fisicos de meados do século XIX, em particular, os fisicos
alemdes Wilhelm Weber e Carl Neumann ainda produziram resultados relevantes nas pesquisas em
eletricidade e o magnetismo, no espirito das forcas centrais agindo a distancia. Mas a tendéncia
posterior, comecando com a grande sintese de Maxwell, que teve como inspiragdo a concepcdo de
linhas de forcas de Faraday, foi o conceito de forca central de atracdo e repulsdo entre particulas
distantes perder sua primazia, enquanto o conceito de campo, agindo localmente, foi adquirindo cada
vez mais importancia, para a abordagem dos fendmenos eletromagnéticos.

Explorando o mundo que nos rodeia, deparamo-nos com uma grande variedade de forcas de
interacdo entre os corpos: a forga gravitacional, a forca da elasticidade de uma mola, a forca gerada
pela colisdo de corpos, a forca normal, a forga de atrito e outras. No entanto, quando a estrutura

atdbmica da substancia foi, aos poucos, sendo descoberta, tornou-se claro que a diversidade dessas
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forcas € o resultado da interacdo dos atomos entre si. Como 0s a&tomos se interagem através do campo
eletrostatico das camadas de elétrons, constatou-se que todas estas forcas sdo apenas diferentes
manifestacdes da interacdo eletromagnética. A Unica excecdo a esta variedade de forgas é a gravidade,
causada pela interagcdo gravitacional entre dois corpos macicos. Qual é, pois, a natureza, qual é a
origem de outras forcgas existentes ao lado da forca gravitacional?

No século XVII, o conceito de gravitacao universal e o estudo dos fendbmenos celestes, com base
nesse conceito tiveram inicio a partir das atividades do fisico e matematico inglés, Isaac Newton
(1643-1727). A mecanica newtoniana teve grande importancia para o estudo dos movimentos
terrestres e para a compreensao dos movimentos celestes. No decorrer dos séculos XVIII e XIX,
foram feitas as mais variadas descobertas e pesquisas das leis fundamentais de outro tipo basico de
interagdo entre 0s corpos, a interacdo eletromagnética. Em um nivel ainda muito elementar, os
fenémenos da eletricidade e do magnetismo eram conhecidos ja nos tempos da Grécia antiga, mas o
surgimento da ciéncia sobre esses fendmenos, pode se relacionar somente com a época das grandes
descobertas realizadas por Aepinus, Coulomb, Lomonossov, Oersted, Ampere, Ohm, Kirchhoff,
Faraday, Maxwell, e outros cientistas.

O século XX ficou conhecido como sendo o periodo em que a ciéncia penetrou nas profundezas
do &tomo, avancando até o estudo do interior das particulas elementares da matéria, e esse mundo
constituido de objetos microscopicos revelou-se como portador de novos tipos de interac@es, as forcas
nucleares, responsaveis pelos movimentos da matéria no nivel microscopio subatémico.

Entretanto, este livro trata exclusivamente das interacfes eletromagnéticas.

Assim como acontece com o estudo dos fendmenos relacionados com a gravitagdo, as forcas
elétricas e magnéticas sdo estudadas como propriedades fundamentais da matéria, que ndo podem ser
reduzidas a outras propriedades mais gerais, mais universais da matéria. Estas forcas sdo interacdes
que tém uma natureza objetiva, elas séo vistas como sendo inerentes a0 mundo que nos circunda.
Consideramos que é nossa tarefa estuda-las, de modo cada vez mais abrangente e profundo, para sua
utilizacdo no progresso técnico-cientifico, para o desenvolvimento da sociedade e, em Ultima analise,
para 0 bem da humanidade, pelo menos, assim é desejavel.

Quais séo, pois, as propriedades fundamentais das interagdes eletromagnéticas? Recordemos as
experiéncias conhecidas ja no tempo da Grécia antiga. Uma porcdo de ambar (o &mbar é uma resina
organica féssil de cor amarelada), quando atritado com pele de animais, ele passa a ter a propriedade
de atrair pequenos corpos, como pedagos de papel, por exemplo. O nome ambar, no grego antigo, era
elektron: eis a origem do vocabulo “eletricidade” e do nome da particula subatbmica, o “elétron”.
Também foi constatado que quando dois pedacos de ambar eletrizados se aproximavam mutuamente
eles eram repelidos. E atribuida a Tales de Mileto (c.625 — ¢.545 a.C.) a descoberta dessas
propriedades do ambar. Os fendmenos magnéticos eram também conhecidos desde a Grécia antiga. A
palavra “magnético” vem de Magnésia, regido da Grécia, onde eram encontrados fragmentos de
minério de ferro imantados, exibindo as propriedades tipicas do ferromagnetismo. Acredita-se que por
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volta de 200 a.C. a bussola tenha sido inventada na China. Mas ela so foi utilizada como instrumento
de navegacdo pelos chineses a partir de 1050 da nossa era. Por volta de 1300, a bussola passou a ser
conhecida na Europa. Em 1600, William Gilbert (1544-1603), que era médico da rainha da Inglaterra,
Elisabeth I, publicou em latim um livro sobre fenbmenos elétricos e magnéticos, que na época se
tornou famoso. O livro trazia o titulo de De magnete magneticisque corporibus et magno magnete
tellure (Sobre 0 ima e os corpos magnéticos, e sobre o grande im4, a Terra). Gilbert notou que néo s6 o
ambar, mas uma série de outras substancias podiam adquirir as propriedades de atrair outros corpos
neutros. Ele chegou, além disso, a conclusdo de que a Terra se comportava como se fosse um grande
imd. Esta seria a explicacdo para o comportamento da bussola, que sempre se alinhava na direcdo
norte-sul. O estudo dos fendmenos eletrostaticos se desenvolveram bastante ao longo do século XVII e
inicio do século XVIII. O fendmeno da condutividade elétrica foi observado pelo fisico e astrbnomo
amador inglés, Stephen Gray (1666-1736), por volta de 1729. Ele percebeu que, por intermédio de um
condutor, a eletricidade podia passar de um corpo eletrizado para outro. Todavia, muita coisa estava
ainda para ser descoberta. Charles Frangois du Fay (1698-1739), quimico, que também era o
intendente dos jardins do rei da Franca em Versailles, se interessou pelos trabalhos de Stephen Gray e
outros pesquisadores dos fenbmenos elétricos. Foi assim que ele pdde concluir em 1733 que quando
duas por¢des de ambar eram eletrizadas por atrito com um pedaco de seda, elas repeliam-se, mas o
vidro eletrizado atraia 0 ambar igualmente eletrizado. Com essas experiéncias, ele pdde concluir que
deveriam existir duas espécies de eletricidade: a eletricidade vitrea, tipica do vidro e a resinosa, tipica
das resinas. Se um pedaco de seda entrar em contato com as superficies de duas bolas de corticas,
entdo elas vao se interagir agora com uma forca de repulsdo. Se uma das esferas entrar em contato
com um bastdo de vidro e a outra com um bastdo de ebonite, entdo a interagdo destas se manifestara
como atracdo de uma pela outra. Nisto consiste a importante diferenca das forcas gravitacionais que
produzem somente a atracdo de corpos entre si. Assim podemos dizer que o fenbmeno da repulsdo
eletrostatica, pela primeira vez, foi observado e analisado por Du Fay.

As experiéncias que acabamos de descrever permitem fazer uma série de conclusbes. Em
primeiro lugar, existe um estado especial dos corpos, que chamamos de eletrizacdo (da palavra grega
“elétron” que significa o ambar, no qual, pela primeira vez, foram observadas as propriedades
descritas), que se caracteriza ou pela atracdo ou pela repulséo dos corpos um pelo outro. Em segundo
lugar, os corpos podem ser eletrizados como resultado do contato. Em terceiro lugar, as forcas de
atracdo ou repulsdo podem ser medidas e, consequentemente, pode ser estabelecida a dependéncia
quantitativa destas forcas da distancia entre os corpos em interacdo e o grau de eletrizacao.

Para caracterizar o grau de eletrizagdo, utiliza-se o conceito de carga que é comunicada ao corpo
por contato. Como as interagdes dos corpos, de acordo com a sua eletrizacdo, podem ser diferentes, ou
seja, pode surgir atracdo ou repulsdo, no estudo dos fendmenos elétricos tornou-se necessario
introduzir o conceito de dois tipos de cargas. Por uma questdo de convencdo, elas receberam as
denominacdes de cargas positiva e negativa (bastdo de vidro e bastdo de ebonite, respectivamente). A
generalizacdo dos dados experimentais resultou na formulagcdo de uma das concepg¢des fundamentais
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no tocante aos fendmenos elétricos: cargas de mesmo sinal repelem-se e cargas de sinais diferentes
atraem-se (regra de du Fay).

Em meados do século XVIII, o polimata Benjamin Franklin (1706-1790), politico, diplomata e
cientista estadunidense, fez algumas experiéncias interessantes sobre os fendmenos elétricos,
constatando a natureza elétrica dos raios durante as tempestades. Ele foi provavelmente um dos
primeiros a chamar as eletricidades vitrea e resinosa de Du Fay de eletricidades positiva e negativa,
respectivamente. Ele chegou também a concebeu o principio de conservacdo das cargas elétricas. Na
Rassica, outro polimata, Mikhail Lomonossov (1711-1765), enciclopedista, criador da primeira
gramatica do idioma russo, estudioso de quimica e meteorologia, chegou a fazer alguns experimentos
com eletricidade atmosférica, semelhante aos de Benjamin Franklin. Os estudos de Lomonossov sobre
eletricidade foram continuados por Franz Aepinus (1724-1802). Aepinus foi, durante um curto periodo
tempo, diretor do Observatério Astrondmico em Berlim, mas em seguida mudou-se para San
Petersburgo, na Russia. Ele defendia a concepcdo de que as interacdes eletrostaticas deveriam
satisfazer a lei do inverso do quadrado da distancia.

Assim terminava a fase inicial do estudo dos fendnos da eletricidade e do magnetismo. Era a fase
de predominio das pesquisas qualitativas. A eletricidade era vista como um fendmeno curioso, que
provocava admiracdo e as vezes espanto. Depois da descoberta da “garrafa de Leiden”, as exibicoes
desses fendbmenos eram comuns nos salfes da nobreza parisiense. A fase seguinte, é quando as
interacOes elétricas passaram a ser medidas. Era o inicio das pesquisas quantitativas, ou melhor,
qualitativas e quantitativas. A qualidade e a quantidade sdo caterorias correlacionadas.

Medic¢bes precisas das forcas de interacdo entre cargas foram feitas com o emprego da balanca
de torcdo (de forma andloga a realizada por Cavendish em relagdo a gravitacdo), que permitiram,
ainda no século XVIII, estabelecer a lei fundamental de interacdo entre cargas elétricas. Essa lei
entrou para a ciéncia com o nome de Lei de Coulomb, em homenagem ao engenheiro e fisico francés,
Charles Augustin Coulomb (1736-1806) , que por meio de uma série de experimentos realizados entre
1785 e 1789 pdde estabelecer a lei de interacdo entre cargas elétricas puntiformes, separadas por uma
distanciar.

“A forca de interacdo entre cargas pontuais, g; e (2, € inversamente proporcional ao quadrado da
distancia (r2) entre elas e diretamente proporcional aos valores das cargas, esta orientada ao longo da
linha reta que une essas cargas e depende do meio onde essas cargas estdo inseridas”.

Consequentemente, a lei de Coulomb permite estabelecer a unidade de carga, pois, as unidades
de forca e de distancia s&o por nos conhecidas, e a influéncia do meio pode ser considerada como um
fator que mostra quantas vezes a forga de interagdo entre as cargas pontuais é menor do que seria no
vacuo. Chamamos a atencéo para o fato de que a definicdo de carga pontual coincide com aquela
definicdo utilizada na mecanica e na fisica molecular, ou seja; tem-se em conta a insignificancia
relativa das dimens@es dos corpos em comparagdo com as distancias entre eles. Finalmente, podemos

escrever a expressdao matematica da lei formulada acima, que € a expressao da lei de Coulomb.
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Para facilitar a introducdo de um sistema de unidades praticas, vamos considerar a
proporcionalidade inversa entre a forca de interagdo e o quadrado da distancia como uma
proporcionalidade inversa entre a forca e a area da superficie da esfera cujo raio € a distanciarr.

Entdo, a lei de Coulomb sera expressa, analiticamente, pela formula:

Fol9%T_1 60 ; (11)

e Amr*r & 4a?”
onde, 7, € um vetor unitario que tem a direcdo da linha que une as cargas pontuais; €’ é a grandeza que
caracteriza a influéncia da acdo do meio ambiente no valor da forca de interacdo entre as cargas. Esta
grandeza tem o nome de permissividade dielétrica absoluta da substancia. Ressaltemos que a lei do
inverso do quadrado em (1.1) j& havia sido inferida em 1766, por Joseph Priestley, um dos
descobridores do elemento quimico oxigénio.

Simbolizando a grandeza €’, para 0 vacuo, por &,, podemos introduzir a permissividade

dielétrica relativa.

£=—. (1.2)

ou seja, & = gye. Geralmente, nos compéndios de fisica € justamente esta grandeza & que € dada.
Desta maneira, temos, por exemplo, para o vidro € = 5, para o0 ar € = 1,0006, para a ebonite € = 3.
Entdo, para determinar F € preciso conhecer &’. Vamos agora procurar esta grandeza.

Aqui, vamos deparar com uma dificuldade decorrente da existéncia de varios sistemas de
unidades: CGS, SI, MKS, e outros. Esta dificuldade surgiu no processo historico. De fato, ela cria
certo obstaculo nos calculos dos fenbmenos elétricos e magnéticos, mas elimina-la, infelizmente, é
impossivel, pois ela estd associada ao sistema de unidades utilizado.

A unidade de carga no sistema CGS (que aplicada a eletricidade, vamos chamar CGSE) define-
se, naturalmente, como a carga que atua em uma carga igual a esta no vacuo, localizada a distancia de
1 cm, com uma forca de um dina. A permissividade dielétrica do vacuo neste sistema torna-se igual a
unidade (g, =1).

No sistema CGS, a Lei de Coulomb toma a seguinte forma:
_ 4,(CGSE)g, (CGSE)

F(dina) = 7 (cm) .

No sentido préatico, como unidade de carga no sistema Sl, aceito agora na qualidade de Sistema

Internacional, toma-se a grandeza igual a 3 - 10° unidades CGSE, chamada coulomb (C). Introduzindo

16



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

esta grandeza e expressando todas as outras grandezas no sistema Sl, com o auxilio da formula (1.1),

podemos encontrar o valor de &,:

1 1
C), . (C)
s 1 310" Yaage
& 1 )
4,,(] (m?)
100
Consequentemente,
2
10°° _ 11000 =, (1.4)
& 47(3.10°)
isto é,
10°.10* 1
= = , 1.5
" 47.910°  367.10° 49
ou
12 C2
=8,85.10"" ——.. 1.6
“o N.m? (16)
Né&o é dificil encontrar também a dimenséao desta grandeza:
CZ
[e0]= (L.7)

N.m?’
Desta maneira, expressando a permissividade dielétrica do meio por intermédio da grandeza
adimensional &, para encontrar a forca em Newtons, na formula (1.1) é preciso colocar a grandeza
£'=8,85.10"%¢, expressar g, e g, em coulombs e r em metros.

A lei de Coulomb (1.1) pode ser representada na forma seguinte

= 4149z _,
F = Keg?rO: (1.8)

onde o coeficiente de proporcionalidade K, depende da escolha das unidades de medida. No sistema

SI, K, denomina-se constante de Coulomb e é igual a

N.m?

c? '

K, = =8,0874.10°

1.9
4r g, (19
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N .m?
— .

Na prética, podemos usar K, =9.10° No sistema CGSE, por definicdo, K, = 1.

Isso significa que duas cargas de 1 coulomb cada, separadas por uma distancia de 1 metro
interagem com uma forca de aproximadamente 9.10°N. N&o resta divida que, para todos fins
praticos, a unidade de carga coulomb é muito grande.

A lei de Coulomb satisfaz o principio de superposicdo. A forca com que duas cargas interagem
ndo se altera em presenca de uma terceira carga. Quando Vvarias cargas eletrostaticas interagem entre si,
a forca resultante sobre cada carga do sistema é a soma vetorial das forcas oriundas das demais cargas
sobre ela.

?f=<h2j6??éq, (1.10)
ij

-

N T ~ I - \
onde &; = ri sd0 vetores unitarios orientados ao longo das retas que unem as cargas q; a carga q;,

ij
j# i

De forma andloga ao fenbmeno da gravitacdo, as interacBes elétricas entre 0s corpos sdo
caracterizadas por um campo de forcas existente em torno do corpo eletrizado. Cada ponto do espaco
em volta deste corpo eletrizado € caracterizado por uma grandeza fisica determinada e pela direcéo da
forca, ou seja, por um vetor for¢a que atua em uma carga pontual positiva, inserida nesse ponto.

Da formula (1.1) segue que a forca que age sobre uma carga de prova q, depende ndo sé das
grandezas que determinam o campo (de q; e de r), mas também do valor da carga de prova q,. Se

forem tomadas cargas de prova de diferentes valores, entdo as forgcas que nelas atuam em dado ponto

do campo serdo diferentes. Contudo, de (1.1) resulta que a razdo qi para todas as cargas de prova sera
2

a mesma e depende apenas dos valores de q; e de r.

LI B
g€ 4mr? ° Cer2’

A rigor, a carga de prova também cria seu proprio campo, entdo para que a carga de prova

indique o campo elétrico criado pelas outras cargas, € preciso que ela seja suficientemente pequena,

para que a perturbacdo criada por ela seja desprezivel. A grandeza vetorial, representada por E,
consequentemente, caracteriza, quantitativamente, o campo de forcas da carga q; e se chama

intensidade de campo elétrico da carga q, (representada abaixo simplesmente por q).

- K
F=lede (1.11)
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Esta formula mostra que, para uma carga pontual positiva, as linhas de for¢a do campo E sdo
linhas retas divergentes (Figura 1.1a) e, para uma carga pontual negativa, sdo convergentes (Figura
1.1b), pois, o sentido positivo de 7, corresponde ao sentido do raio de uma esfera, cujo centro coincide
com a carga pontual que cria o campo. Logo, uma carga de prova positiva inserida neste campo se
distanciara (repulsao), se o campo for criado também por uma carga positiva e se aproximara (atragao),
quando o campo for criado por uma carga negativa.

Vamos comparar a forca elétrica de interagdo eletrostatica (estamos examinando cargas fixas)
entre cargas com a forca de atracdo gravitacional.

Examinemaos, por exemplo, dois elétrons cujas cargas sdo a menor grandeza conhecida até agora,
ou seja, uma carga elementar que é submultiplo de todas as outras cargas elétricas. Esta grandeza é
simbolizada por e, e a sua carga negativa é igual a —1,602 - 10~°C. Em unidades eletrostaticas de

carga, a carga do elétron é —4,8 - 10719 unidades.

a) ‘ b)
: >Q
} Figura 1.1

Sabe-se que a massa do elétron m, = 9,1x10728g = 1073%g. Entdo, em um ponto situado a uma

distancia r, a atragdo gravitacional F, ¢ igual a

Fo=qhé (1. 12)

onde,

m3

G =667 10"1"—
kg-S

(constante gravitacional)

A forga de repulséo elétrica no vacuo F,,de acordo com a lei de Coulomb, € igual a:

eZ
F=K,—.

r
VVamos encontrar a relacdo entre elas:
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F, K,e’r*? 4-107°°

—_—=— ~ =4-10%2
F, Gr*mg 10-80

Esta grandeza colossal, que mostra quantas vezes a interacdo eletrostatica € mais forte que a
gravitacional, acentua a legitimidade de desprezar a forga gravitacional, entre corpos microscépicos
carregados, na maioria dos calculos e problemas com eles relacionados.

Com base nos dados experimentais, formulemos as propriedades fundamentais das cargas

elétricas:

1. Duas espécies de cargas: existem cargas positivas e negativas;
2. Adicdo das cargas. As cargas somam-se algebricamente; a carga resultante é igual a soma das

cargas isoladas.

3. Conservagdo. As cargas obedecem a lei da conservacdo. NOs acrescentamos a lei geral da
conservacao da carga as leis de conservacdo conhecidas da mecanica: lei da conservacdo da
energia, conservacdo do momento linear e conservacdo do momento angular.

4. Descontinuidade. Existéncia da menor carga da qual é impossivel uma divisdo posterior.
Verificou-se que o elétron possui tal carga elementar (por exemplo, a carga positiva do
préton é igual a carga do elétron em valor absoluto).

A descontinuidade da carga foi estabelecida pelos experimentos precisos do fisico estadunidense

Robert A. Millikan (1868-1953), realizados em 1909. O esquema da experiéncia de Millikan é dado na
Figura 1.2.

+ & + + + +
lale -
E
-q
mg
Figura 1.2

Duas placas sdo carregadas com cargas de sinais contrarios (um sistema desse tipo é chamado
de capacitor plano). Se entre as placas for inserida uma particula carregada, entdo, ela estard em

equilibrio, em estado de suspensédo, quando se cumpre a condic&o:

Eg=myg, (1.13)
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onde E é a intensidade do campo no capacitor, g a carga da particula; m é a sua massa, g € a
aceleracdo da forca da gravidade. Millikan criou no ambiente do experimento uma nuvem de
pequenissimas goticulas, uma parte das quais estava carregada. Variando o campo E, Millikan
conseguiu equilibrar as gotas que, em geral, possuiam cargas diferentes, mas massas iguais. Assim, foi

obtida uma série de igualdades:
E,0,=E,q,=E;q,=---=E,q,

De onde, obtemos uma série de proporcdes correspondentes:
—L ="k, (1. 14)

Estas propor¢fes mostraram que a grandeza ¢, em todos os casos, € um mdultiplo do nimero
1,6.10™°C ou (4,8.10"°CGSE).
O conhecimento desta grandeza permite, por exemplo, encontrar a quantidade de elétrons, cuja

carga total seria igual a um coulomb (1 C). Este nimero mostra ser muito grande:

n=——— = 624108,
1,602.10

Mesmo o numero de elétrons em uma unidade eletrostatica de carga é muito grande, ele é de
aproximadamente 2,08 x 10° eletrons.

A lei de Coulomb nos permite calcular a intensidade de campo de um sistema de cargas pontuais.

Por outro lado, ndo resta duvida, que o coulomb é uma unidade muito grande, para fins praticos.

Vejamos um sistema simples, formado por duas cargas iguais, em valor absoluto, mas de sinais

contrarios, situadas a uma distancia r' uma da outra. Tal sistema € chamado dipolo elétrico. A distancia

r' tem o nome de braco de dipolo e tem caréater vetorial. Como direcdo do vetor 7’ toma-se a direcdo

da carga negativa para a carga positiva (Figura 1.3).

® - ©
+q -q

Figura 1.3

O produto do valor da carga pelo braco de dipolo é chamado momento de dipolo e simboliza-se

pelo vetor P, logo
B = g7, (1. 15)

21



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra, Clénia Andrade Oliveira de Melo

ou seja, a direcdo do momento de dipolo coincide com a dire¢éo do vetor 7.

Encontremos a intensidade do campo em qualquer ponto (Figura 1.4).

+
Q0
=l
!
Q

Figura 1.4
Na carga pontual positiva unitaria inserida no ponto A atuam dois campos: as intensidades E; e a

intensidade fz dos campos das cargas g, e g,. De acordo com a lei de Coulomb, estas intensidades

sdo calculadas pelas férmulas:

- Ke (+q) >
E, = % 2 1oy
(1. 16)
= Ke (+q) >
EZ == f??ﬂzo.
A soma vetorial E; + E, ¢ a intensidade de campo E procurada.
Se for conhecido o angulo « entre El e EZ, entdo encontramos que:
E®=E +E?+2EE, cosa. (1.17)

Substituindo, aqui, os valores de E; e E, de (1. 16) e extraindo a raiz quadrada, obtemos:

E=&q i+ri4+r2i2cos{3. (1.18)

4
€ ry 2 112

No caso particular, quando I, =T, =T, temos:

E=q Kre2 J2(@+cosa)
&

ou

K o
E = € 2Cc0S—
d r2 2
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E,
. * ’ /'(1 — L4 - E
L E, .-
I“ . ¢
- 3 r

®- .
r
+q -q
Figura 1.5

Notemos que 27 cos > = r', (veja Figura L.5). EntZo,

K a K,qr
E:—E%Zrcos—:e—qs -
er 2 ¢&r
ou
E=tel (1.19)
Er

Quando o ponto de observacgdo encontra-se a uma distancia que ultrapassa, significativamente, r',

pode-se considerar que ry= r,. Entdo, introduzindo o angulo & entre r e r', da formula (1. 14) pode-se

obter:
E :ﬁ%1/3cosz 6+1. (L. 20)
ETr

Se um dipolo é colocado num campo elétrico uniforme, ou seja; um campo de mesma

intensidade em cada ponto do espaco (em modulo e direcdo), sobre ele age um par de forcas que da

origem a um movimento de rotacdo (até a posicdo em que o angulo o é igual a —). Veja a Figura 1.6.

Figura 1.6
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Como se sabe dos cursos de mecéanica, 0 momento de rotacdo, também conhecido como torque

deste par de forgas, é determinado pela grandeza:

r=EqQr cose,
ou (1.21)

r=Eqrseng.

Na fisica, existem grandezas que sdo vetores polares e outras que sao vetores axiais.
Velocidade, aceleracdo, forca, campo elétrico, mometo linear, etc sdo vetores polares. Por outro lado,
aqueles vetores que resultam de um produto vetorial de dois vetores polares ou que podem ser
expressos como rotacional de outro vetor sdo vetores axiais. A velocidade angular, 0 momento
angular, o torque de forgas, o campo magnético, sdo todos vetores axiais.

Como o momento de um par de forgas (torque) € um vetor axial (a direcdo de rotacdo determina
a direcdo deste vetor, pela regra do parafuso de rosca direita ou regra da méo direita), entéo,

matematicamente, ele pode ser expresso por meio de um produto vetorial:

T= ;’)xE)q = q;’)xE),
ou
(1. 22)

N
Il
ol
=
i

O estudo mais avancado dos fendmenos elétricos e magnéticos mostrou que existe uma relacéo
intima entre eles. As interacOes elétricas entre os corpos relacionam-se com o estado estatico, ou seja,
com cargas fixas. Quando as cargas encontram-se em movimento, o quadro complica-se muito, pois
um corpo carregado em movimento cria no seu entorno um campo magnético e esse causa acdo de
forca sobre os corpos magnéticos. Um fluxo de particulas carregadas, que vamos chamar de corrente
elétrica, cria em torno de si linhas de forcas fechadas do campo magnético. Ao mesmo tempo, cada
particula traz consigo o campo elétrico. Naturalmente que, se as particulas carregadas movem-se
dentro de um corpo eletricamente neutro, ou seja, de um corpo composto de quantidades iguais de
particulas carregadas positivas e negativas, entdo, a intensidade de campo elétrico em volta deste corpo
sera igual a zero, ao passo que 0 campo magnético pode ser muito forte.

Imaginemos que um corpo carregado esteja em movimento, e que 0S campos criados por este
sejam estudados por dois observadores. Um deles se encontra num sistema de coordenadas que se
move juntamente com 0 COrpo, ou seja, num sistema onde a carga esta imdvel; o outro se encontra num
sistema, relativo ao qual a carga se move. Neste caso, 0 outro observador registrara também a presenca

da interacdo magnética. Ja esse caso simples de interacdo de corpos carregados em movimento mostra
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que os fenémenos elétricos e magneéticos tém uma natureza comum, isto €; relacionam-se com as
propriedades eletromagnéticas da matéria e devem ser estudadas conjuntamente.
O campo elétrico e 0 campo magnético estaticos sdo um caso particular deste fenbmeno, como

na mecanica, onde a estatica € um caso particular dindmica.
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CAPITULO 2
INDUCAO. LINHAS DE FORCA. TEOREMA DE GAUSS-OSTROGRADSKI

A eletrizacdo de um corpo neutro pode ser feita por dois métodos: pela comunicacéo da carga de
outro corpo a esse corpo ou pela separacdo das cargas positivas e negativas existentes em cada corpo.
O segundo método tem o nome de inducdo ou influéncia elétrica. A carga elétrica é uma propriedade
da matéria. As menores particulas da matéria conhecidas, até agora, ja atingem algumas dezenas, sao
elementos de substancia carregados ou neutros. As particulas fundamentais que compdem 0s 4&tomos
de todas as substancias conhecidas sdo os elétrons, os prétons e os néutrons. O elétron é uma particula
elementar carregada, o préton (de massa 1836 vezes maior que a massa do elétron) tem, exatamente, a
mesma carga do elétron, mas de sinal contrério, ou seja, tem carga positiva. O néutron, de massa
praticamente igual a do préton, é eletricamente neutro. O nlcleo do atomo de qualquer substancia,
exceto o hidrogénio, contém protons e néutrons, logo, esta carregado positivamente e a sua carga é
igual a soma das cargas dos protons. Apenas o nucleo do d&tomo de hidrogénio contém apenas um
pléton. Os elétrons, que formam o invélucro de um atomo de qualquer substancia, tém cargas
negativas de valor igual a do ndcleo, ja que o numero de elétrons é igual ao nimero de prétons.
Consequentemente, o atomo € eletricamente neutro. A unidade dos atomos num corpo macroscépico
forma a estrutura da substancia. Com isto, em algumas substancias formam-se elétrons livres, que
podem, facilmente, se movimentar, se a substancia for colocada num campo elétrico. Tais substancias
séo chamadas de condutores de eletricidade. Noutras substancias, 0 movimento dos elétrons ao longo
do campo é impossivel. Eles estdo ligados em células elementares de suas estruturas. Tais substancias
sdo chamadas de dielétricas ou isolantes. Uma classe intermediaria forma os chamados
semicondutores, que ha mais de meio seculo vem encontrando ampla aplicacéo na eletronica.

Agora, imaginemos que de um corpo neutro, mas condutor A, aproximamos dele um corpo B
carregado positivamente (Figura 2.1a). As cargas negativas ao serem atraidas pelas cargas positivas do
corpo aproximado B deslocar-se-o no condutor A e criardo cargas negativas naquele lado do condutor
que esta mais proximo de B. O lado oposto do corpo A terd um excesso de cargas positivas. Vamos
unir esta parte do condutor, por meio de um fio I, a qualquer corpo bastante grande D (Figura 2.1b).
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B

® p

a) b) L2
Figura 2.1

Entdo, as cargas positivas do corpo A serdo neutralizados pelas cargas negativas do corpo D.
Retirando-se em seguida o fio I, nds obteremos o corpo A carregado negativamente.

O corpo D adquirira, naturalmente, uma carga excedente positiva, em conformidade com a lei de
conservacdo de carga. Entretanto, se o corpo D € suficientemente grande, esta carga sera
imperceptivel, pois a sua densidade volumétrica (ou seja, a carga por unidade de volume) sera
desprezivel. Geralmente, em tais experimentos, a Terra desempenha o papel do corpo D, por isso, a
neutralizacdo das cargas da parte correspondente do corpo A € realizada com a conexdo deste corpo a
Terra ou ligacdo a Terra do corpo A.

O valor da carga induzida é determinado pela intensidade de campo. Para um campo uniforme, ele
ndo depende da distancia entre a fonte do campo e o corpo condutor. No caso da proximidade da carga
indutora do condutor, a carga induzida pode ser considerada igual a que a induz ainda que o0 campo ndo
seja uniforme. As cargas elétricas num condutor introduzido no campo de acdo de forgas elétricas

(inducdo) distribuem-se de acordo com as condic¢des de equilibrio, ou seja:

1. Dentro do condutor (substancia com cargas que se movem livremente) a intensidade do campo é
igual a zero (em caso contrario, haveria movimento de cargas dentro do condutor);

2. As cargas situam-se somente na superficie (repulsdo);

3. A componente tangencial do campo na superficie do condutor € igual a zero
(em caso contrario haveria movimento de cargas pela superficie);

4. O campo dentro de um corpo condutor oco, livre de cargas nessa regido, é igual a zero. A Ultima
afirmacdo é uma consequéncia da primeira, porque num corpo condutor maci¢o o campo ndo existe
internamente e consequentemente a extracdo de partes internas ndo mudara o estado elétrico do

espaco (as cargas situam-se somente na superficie do condutor).

O fendmeno de indugdo aqui examinado é amplamente utilizado na eletrotécnica e nas pesquisas
fisicas.
No fenémeno da inducéo esta baseado o funcionamento da chamada méaquina de inducéo elétrica

ou maquina eletromagnética, utilizavel amplamente na eletrizacdo de corpos para demonstracdo dos
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fendmenos elétricos. Esta maquina consiste de dois discos dielétricos nos quais estdo dispostas laminas
de metal condutor como mostra a Figura 2.2.

A méquina de inducdo elétrica € capaz de separar as cargas da substancia neutra das laminas
condutoras e criar cargas significativas, se as laminas condutoras opostas de cada disco forem ligadas
atraves de escovas fixas e os discos forem girados em sentidos contrarios. Contudo, a velocidade

relativa diminuird de duas vezes, quando apenas um dos discos for girado.

Figura 2.2

Para tornar o funcionamento da maquina de inducdo elétrica mais compreensivel, vejamos uma
variante desta, mais simples e que, no lugar dos discos, possui dois cilindros dielétricos com placas

condutoras (Figura 2.3).
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Figura 2.3

Vamos girar ambos os cilindros, um depois do outro, de meia volta.
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Na Figura 2.3a é mostrada a posicao inicial e uma carga positiva (dentro do circulo) que aparece
por acaso na placa (sempre surge, aleatoriamente, nas conducdes de laboratdrio, uma pequena carga,
de forma anéloga como surge carga no toque do vidro com a seda).

Vamos girar o cilindro interno de meia volta no sentido horéario (Figura 2.3b). Como resultado,
todo o lado direito deste cilindro sera portador de cargas negativas e o esquerdo de cargas positivas.

Se, agora, girarmos o cilindro externo de meia volta no sentido anti-horario, entdo, nas placas
externas havera influéncia das placas carregadas da metade do cilindro interno, originando mais carga
induzida.

Desta maneira, cada volta aumenta a carga induzida que é transferida ao eletrodo E.
Consequentemente, o funcionamento da maquina elétrica é baseado no fenémeno da inducéo.
Contudo, o atrito das escovas com o disco, aqui, ndo desempenha nenhum papel no surgimento da
eletrizacdo.

Com a carga obtida com a ajuda da maquina de inducdo, ou por outro meio, é possivel realizar
uma série de experiéncias simples que mostram as propriedades do campo elétrico. Assim, como
consequéncia da eletrizacdo, pequenas tiras de papel, unidas por um dos extremos, formam um feixe
divergente (buqué de tiras de papel), pedacos leves de papel colocados entre as placas carregadas
realizam movimentos (saltos) entre as placas, etc.

Em todas estas experiéncias nos convencemos da existéncia do campo elétrico. Vamos estudar as
propriedades deste campo. Como qualquer outro campo de forcas, € cdmodo estudar o campo elétrico

do ponto de vista dos conceitos geométricos.

Il
Ty

Q|

Linhas de forca

Figura 2.4

Assim como o campo gravitacional, o campo elétrico é caracterizado por linhas de forga, ou seja;
por trajetorias de cargas de prova colocadas no campo. Em cada ponto do campo, a forga que atua na
carga de prova é tangente as linhas de forga. Se a carga de prova é igual a unidade (positiva), entao,
numericamente, a for¢a que atua nela é igual a intensidade de campo (Figura 2.4).

Vamos introduzir o conceito de nimero de linhas de forca, para os calculos e a compreensdo do

assunto. Tendo em mente a convencionalidade deste conceito, vamos considerar gque, se a intensidade
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de campo é igual a E, entdo isso significa que através de um elemento de superficie unitéaria

perpendicular a E passam as linhas de forcas. Abaixo, veremos, 0 quanto este conceito facilita o estudo
tedrico do campo e contribui para uma melhor compreensédo das suas leis fundamentais. Da definigcdo

introduzida, resulta que o numero de linhas de forca que passam por uma superficie arbitraria sera

igual a0 médulo da intensidade do campo E multiplicada pela projecdo desta superficie sobre a
superficie normal as linhas de forga, ou seja :

¢y =S,E, (2.1)

Se a superficie for representada pelo vetor S, entdo o produto S, E pode ser escrito como um produto

escalar (S - E). Logo,

®g = (S E). (2.2)

a) s b)

Figura 2.5
A validade desta representacdo € ilustrada na Figura 2.5a, que mostra que a projecdo da
superficie S sobre a superficie normal a Eé equivalente a projecdo do vetor S sobre o vetor E, por

quanto o angulo entre S e Eé igual ao angulo entre a superficie S e a normal a E (na Figura 2.5b este
angulo é simbolizado por «). O caso considerado relaciona-se com a superficie plana S. Se a superficie

S é curva, entdo conclusao desse tipo pode ser aplicada ao elemento de superficie dS,

ddg = (E - dS), (2.3)

logo,

by = f (B - aS). (2.4)

S

31



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

E natural que o produto escalar (E . d§) pode ser escrito de outra forma, tomando o elemento de

superficie dS como uma grandeza escalar, mas, nesse caso, no lugar de E colocamos a sua componente

normal a superficie, isto €,

&, = | E,dS. (2.5)

L

Figura 2.6

A grandeza @, ou seja, 0 nimero de linhas de forca que passam através de dada superficie, tem
o nome de fluxo do vetor E através da superficie S.

Encontremos o fluxo atraveés da superficie fechada S, que contém a carga q (Figura 2.6). Em
primeiro lugar, vamos mostrar que este fluxo, independentemente da forma da superficie S, € igual ao
fluxo através da esfera S,. Com efeito, cada parte da superficie S deve ser projetada sobre a superficie
normal as linhas de forca, ou seja, deve representar parte de uma esfera. Porquanto a intensidade do
campo E é inversamente proporcional a 72 e a area da esfera é diretamente proporcional a 72, o
namero de linhas de forca (fluxo) que passa através de uma esfera de qualquer raio € 0 mesmo, ou seja,

ndo depende do raio. Este resultado tem uma importancia fundamental. Portanto,

O, =42°E = 4ar? L q2: 4 (2.6)
gg, Anr*  ¢g,

Dessa maneira, sem depender da forma da superficie fechada, o fluxo total do vetor E através dessa
superficie € determinado apenas pela carga q e pela permissividade dielétrica absoluta &’. De acordo

com expressdo (2.4), para qualquer superficie, temos:
Op = j (E as). (2.7)
S
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Se a superficie é fechada, introduzimos o simbolo

D, =£(Ed 5)

ou atraves da componente normal do campo elétrico

®. ={EdS.
S

De acordo com (2.6), para uma superficie fechada, temos:

S R 2.8)

Desse modo, para uma superficie fechada, escrevemos:

ggy

SG(E .dS) = L 2.9)
S

Esta relacdo é conhecida na teoria de campo como teorema de Gauss-Ostrogradski ou simplesmente
teorema de Gauss. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi um célebre matematico, fisico e astronomo
alemdo, que apresentou trabalhos sobre 0 magnetismo terrestre. Mikhail Ostrogradski (1801-1862) foi
um destacado matematico russo, membro da Academia de Ciéncias de Sdo Petersburgo.

Se a carga g representa a soma de cargas distribuidas, discretamente, em dado volume, entdo, o

teorema (2.9) toma a forma:

f(ﬁdg) :%Z‘qi- (2.10)

S

Para uma distribuicéo continua de carga com densidade p, obtemos:

$(E-a8) = 1 § pav, (2.11)

onde v é o volume ocupado pelas cargas.
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Em todos esses casos, a superficie S, naturalmente, engloba a regido em que se encontram as

cargas.

No caso de uma distribuicdo arbitraria de cargas, utilizaremos a relagdo (2.11) para o volume
elementar dv, dentro do qual a densidade de carga é constante. Na Figura 2.7 esta representado um

volume elementar em forma de paralelepipedo.

y
Z
dz
{
> —
) Ex
dy E/x/ Ex + }_X dx
dx X
Figura 2.7

Dentro deste volume esta encerrada a carga podv. Vamos calcular o fluxo através da superficie deste

paralelepipedo. Por definicdo, vamos simbolizar o fluxo através do lado dydz, na origem das

(2.12)

coordenadas representadas na figura, como:
E.dydz.

O fluxo através da superficie oposta, ou seja, que passa atraves do ponto que dista da origem das

coordenadas pelo eixo x de dx, sera igual a:
(2.13)

%y dx)dy dz .
oX

(E, +
pois, a componente da intensidade do campo na seccdo que dista do ponto x = 0 de dx sera diferente
de E, pela grandeza

OE, dx .
OX

Consequentemente, o fluxo resultante, através desses dois lados, serd igual a diferenca

oE OE
E *dx (dydz - E,dydz =—>*dv. 2.14
(£ ooy - E.dyar = Tran (214
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Notemos que, ao tomarmos a diferenca para a determinacdo do fluxo resultante, estamos, de fato,

tomando a soma dos fluxos para fora do volume elementar. Notemos que E, na superficie dydz, que

passa pela origem, esta orientado para a esquerda (isto é; para fora do volume), por isso E, dydz tem

sinal menos, de modo que em (2.14), temos a soma dos fluxos para fora.

A relacdo analoga a (2.14), tera lugar também para os outros dois pares de lados da superficie do
paralelepipedo, isto é;

OoE oE
E, + —-dy |dxdz-E, dxdz=——"dv,
oy 0

y
(2.15)
E, + oF, dz |[dxdy—E, dydz = %, dv.
0z 0z
Desta maneira, o fluxo total do vetor E através da superficie do paralelepipedo é igual a:
oE
do, = L5 T OB \gvayds. (2.16)
OX oy 012
De acordo com o teorema de Gauss-Ostrogradsky,
1
do, = pdv. (2.17)
£&,
Daqui, seque-se a relacdo diferencial
aEXJrEPEy +aEZ 1
x oy o1 egl (2.18)

O primeiro membro desta igualdade, consequentemente, representa o fluxo do vetor E através da

superficie do volume elementar, relativo a unidade de volume.

|
?
|

oE
aEX+ y+aEZ :Iim1 EdS. (2.19)
ox 0y 0z Vo0 v Vooyg
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Esta grandeza tem o nome de divergéncia do vetor E e, abreviadamente, é simbolizada por divE.

Desta forma, obtivemos a relacéo:

O |
divE = —np. (2.20)
€€

Esta relacdo € consequéncia do teorema de Gauss-Ostrogradski na forma integral e é conhecida como

“Lei de Gauss na forma diferencial”. Qualquer relacdo do tipo (2.19), aplicada a um vetor arbitrario,

ndo necessariamente o campo elétrico E, é chamada de teorema da divergéncia. Para a deducéo da lei
de Gauss, foi utilizado o triedro esquerdo (Figura 2.7), em vez do triedro direito, mas, neste caso, 0
resultado final ndo se altera. Ela é com frequéncia escrita em uma forma mais abrangente, quando se
leva em consideracéo que em alguns meios a permissividade dielétrica ndo é constante e depende das

coordenadas:

diveg, E:p, (2.21)

—

A grandeza ¢€&5,E tem o nome de densidade do fluxo elétrico, inducdo elétrica ou deslocamento

elétrico e é simbolizada pela letra D, isto é.

divD = p. (2.22)

£ s

Figura 2.8

O operador div que aplicamos nos vetores E e D acima pode ser escrito de uma forma mais
elegante como V (operador del ou operador nabla). Ele é um operador vetorial, que ao ser aplicado
escalarmente a um vetor produz um escalar (divergéncia) e ao ser aplicado vetorialmente a um vetor
produz outro vetor (rotacional). Quando V € aplicado a um escalar, produz um vetor (gradiente).
Portanto, podemos escrever a equagéo (2.22) como

V.D = p.

Temos assim a lei de Gauss, escrita na forma diferencial, do modo mais compacto possivel.

O teorema de Gauss-Ostrogradski permite resolver com facilidade uma série de problemas
praticos e importantes, por exemplo, encontrar a intensidade do campo de uma superficie carregada S
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com densidade superficial de carga o (Figura 2.8). Neste caso, as linhas de forca sdo perpendiculares a
superficie (a densidade superficial de carga ¢ é a mesma em todos 0s pontos e as componentes

tangenciais excluem-se, como mostra a Figura 2.9).

-
T

Figura 2.9

Entdo, o nimero de linhas de forca através da superficie fechada, que circunda o plano carregado, sera
igual a
@, =2SE. (2.23)

Pelo teorema de Gauss-Ostrogradski, encontramos

1
O, =2SE=—"-> (. 2.24
E 880 qu ( )
Determinemos a carga total
D> g=08, (2.25)
daqui,
1
2SE=—05S, (2.26)
£&,
isto €;
E= oub=2 (2.27)
2¢¢, 2

Determinemos a intensidade do campo entre duas placas uniformemente carregadas, igualmente,

mas com cargas de sinais contrarios (capacitor plano). Este exemplo € mostrado na Figura 2.10.
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At

t— - - — - -

Figura 2.10

O fluxo através da superficie fechada S, que contém uma das placas, neste caso, € igual a

®. =SE, (2.28)

pois, as linhas de forca fora do capacitor anulam-se mutuamente. Consequentemente, por analogia com
(2.26), temos

E=ZouD =o. (2.29)

€&
Uma grandeza analoga, também pode ser obtida para a intensidade do campo na superficie de um
metal carregado (Figura 2.11) ou de qualquer outro bom condutor. Dentro de tal condutor o campo
elétrico deve ser igual a zero se a analise é feita para o caso eletrostatico. Em caso contrério, surge o

movimento de cargas que termina somente com a anulagdo do campo.

0
€€,

E=

4+ [+ H [+ 6

condutor E=0

Figura 2.11

Utilizando o teorema de Gauss-Ostrogradski, ndo é dificil encontrar a intensidade do campo de

uma esfera de raio r, carregada. Neste caso,

O, =SE=4rr’E;

S
Adreg,r
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N (2.30)
£&,

Daqui, encontramos a inducdo elétrica (a densidade do fluxo elétrico)

D=—1_
A r

Notemos que o campo externo de uma esfera de raio r coincide com o campo de uma carga

pontual, situada no centro da esfera. Um célculo direto, com o emprego do teorema de Gauss-

Ostrogradski mostra que no caso de uma esfera de material dielétrico uniformemente carregada, o
: A ] 1
campo interno a uma distancia r do centro da esfera tem modulo D = 3P T

Vamos finalmente encontrar a intensidade do campo de um cilindro infinito a distancia r do seu

eixo (Figura 2.12).

Figura 2.12

Tomemos a unidade de comprimento correspondente a carga Q:

et 9 up-_9_ (2.31)

Na superficie do cilindro

Do teorema de Gauss-Ostrogradski se deduz também que o campo de uma esfera oca,
uniformemente carregada, é igual a zero no seu interior, enquanto o campo fora desta esfera é igual ao
campo de uma carga pontual, como no caso de uma bola uniformemente carregada (2.30), localizada
no seu centro. O teorema de Gauss-Ostrogradski € uma consequéncia da lei de Coulomb e é importante

que:
F"‘ r—z

Quando a proporcionalidade é outra, ndo se aplica o teorema de Gauss-Ostrogradski.
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CAPITULO 3
ENERGIA DAS CARGAS NUM CAMPO ELETROSTATICO. POTENCIAL

Como o campo eletrostatico exerce uma forca sobre um corpo carregado, realiza-se trabalho com
0 seu deslocamento. Encontremos, por exemplo, a energia de um dipolo inserido num campo

eletrostatico uniforme (Figura 3.1).

S [ ds -"“'\.,u F
/,” "/ r| \\ —
r" / i \ 2 E
~/ [da ;
. ,"/
..',f\ v \
Fo—@y————-—————:-———— (1:0
Figura 3.1
Da Figura 3.1, segue-se que
ds =r'da. (3.1)

O trabalho realizado neste caminho com o deslocamento da carga q pela forca F = Eq é definido pela

grandeza

dW = Eqdssenc,

2
dW = Egr'senada. (3:2)
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Daqui,

W = | Eqrsenada = —EQr' cosa

N[N =R

ou

W = —pE cose = —(pE ) (3.3)

. T, . o
ou seja, com o deslocamento desde o ponto « :E até o, um dipolo num campo eletrostatico pode

Vs
realizar trabalho (3.3). No caminho, desde o ponto & = E atéa. = 0, o trabalho realizado sera igual a

grandeza
W =—pE. (3.4)

Vamos resolver o segundo problema que trata da caracteristica energética das cargas e do campo
por elas criado.

Encontremos a energia de interacdo de duas cargas pontuais que se encontram a uma distancia r
uma da outra. Seja a carga ¢, fixa. Qual trabalho deve ser realizado sobre a carga @, , para trazé-la do
infinito até um ponto situado a uma distancia r da carga q,?

Encontremos o trabalho realizado no segmento elementar dr (Figura 3.2).

r - dr
| 1 l
q, 9,
Figura 3.2
dw = Fdr; Fofe GG
A
dw = e 9% g (3.5)
e r
Daqui, obtemos
Ke G4 Ke .4
W=|—"2dr=——2"272 3.6
I g r? £ r (3.6)
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Consequentemente, a carga Q, possui no campo da carga @,, a uma distancia r desta, a energia

potencial:

e _ (3.7)
EyE Anr

gP
VVamos tomar a carga g, como uma carga de prova, para o estudo do campo. De acordo com (3.7), a
energia potencial que possui a carga de prova depende, ndo somente do seu valor g,, mas também do
valor da carga q; e de r, determinante do campo. Consequentemente, esta energia pode ser utilizada
para descrever o campo, da mesma forma que a forca que atua numa carga de prova foi utilizada para
este objetivo. Diferentes cargas de prova q,, q,, etc. vao ter, num mesmo ponto do campo, energias

- ~ ~ s Ve
diferentes. Contudo, como se vé de (3.7), a razéo q—p sera a mesma para todas as cargas.
2

€
A grandeza ¢ = q—p chama-se potencial do campo em dado ponto e € utilizada juntamente com a
2

intensidade de campo E para descrever os campos elétricos.

Vamos simbolizar esta grandeza pela letra ¢ . Entéo,

_1a_ K, 9. (3.8)
& 4rr er

Como segue de (3.8), o potencial é numericamente igual a energia potencial que possui uma carga
unitaria positiva em dado ponto.

Encontremos a relagdo entre ¢ e E. Das formulas

Ke g Ke 9
=—e E=—¢1 3.9
T g r’ (3.9)
conclui-se que:
E__do (3.10)
dr

Esta relacdo, obviamente, surge da propria definicdo de potencial, como sendo o trabalho realizado
pelo campo enquanto ocorre o deslocamento de uma carga unitaria. Seja, por exemplo, 0 campo criado
por uma carga positiva. Entéo, E é positivo, mas o acréscimo do potencial no elemento dr é negativo

(o potencial diminui com o distanciamento da fonte do campo).

—dp=Edr. (3.11)
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Se 0 campo é devido a uma carga negativa, entdo E é negativo; logo, uma carga unitaria positiva é

atraida pela fonte do campo e o acréscimo do potencial no segmento dr sera positivo

dp=(-Edr). (3.12)
ou seja, em todos 0s casos
e--92
dr

Vamos definir a unidade de potencial no SI. De modo analogo ao que é feito em outros ramos da
fisica, como unidade desta grandeza, tomamos o potencial de um ponto do campo, tal que, para o
deslocamento de uma carga de 1 coulomb desde o infinito até esse ponto, necessita-se de um trabalho
de 1 joule. Essa unidade chama-se volt (V).

No sistema CGSE, como unidade de potencial, naturalmente, se toma o potencial de um ponto
do campo até o qual é preciso realizar um trabalho de um erg, para deslocar uma carga de 1 unidade
CGSE desde o infinito. Conhecendo estas defini¢cdes, vamos encontrar a relagdo entre o volt e a
unidade CGSE.

Determinemos quanto vale a unidade de potencial em CGSE expressa em volts. Vamos tomar a
unidade de carga no CGSE, i.e. (3.10%)~1 coulombs e realizemos o trabalho de 1 erg com o seu
deslocamento até o dado ponto. Como 1 erg = 10~7J, encontremos o potencial do campo neste ponto,
expresso em volts:

_ 107
Y= 3109 "

V =300V , (3.13)

isto é; a unidade de potencial no sistema CGSE € igual a 300V. Na fisica atbmica e nuclear,
frequentemente se utiliza a unidade de energia o elétron-volt (eV). Esta grandeza representa o trabalho
realizado para deslocar um elétron entre pontos cuja diferenca de potencial é igual a um volt.

N&o ¢ dificil expressar esta grandeza em joules:
leV =elv =16.10"1)=16.10" J. (3.14)

Vamos chamar de superficie equipotencial ao lugar geométrico de pontos com 0 mesmo
potencial.

Né&o é dificil demonstrar que a superficie de um corpo metalico introduzido num campo elétrico
é uma superficie equipotencial. Realmente, vamos admitir que dois pontos A e B na superficie de um
condutor tenham potenciais diferentes (Figura 3.3a). Isto significa que para o deslocamento de uma

carga de A para B é preciso realizar (ou obter) trabalho, ou seja, ao longo da superficie do corpo na
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direcdo AB atua uma forca tangencial. Nas condic¢des de equilibrio eletrostatico, tal forca esta ausente,

caso contrario, haveria deslocamento de cargas. Daqui, se deduz que os potenciais ¢, e, devem ser

iguais e as linhas de forcas s@o perpendiculares a superficie do corpo.
Como consequéncia desta deducdo, vamos considerar a distribuicdo de cargas na superficie de
um condutor de forma irregular com saliéncias agudas (Figura 3.3b).

a) b) (
0, 5
2,

Figura 3.3

Para o deslocamento de uma carga unitaria desde o infinito até o ponto A e o ponto B, é preciso
realizar um mesmo trabalho. Contudo, a superficie com cargas perto do ponto A, com a mesma
densidade de carga, exerceria sobre a carga que se aproxima uma acdo de forca mais forte que a
superficie perto de B. Isto é visivel, particularmente, a pequena distancia do corpo, quando a forca de
interacdo é grande.

Para uma igualdade dos potenciais nos pontos A e B é preciso que a densidade superficial de
carga seja diferente, ou seja, a densidade nas pontas e partes salientes do corpo deve ser maior que a
densidade de cargas em outras partes do corpo. Este fendmeno, isto é, a alta densidade de cargas nas
pontas, é ilustrado de forma clara nas experiéncias com o chamado “vento elétrico” — com a corrente
de ar a partir da ponta do corpo carregado. A ventoinha com pontas, estando carregada, comeca a girar
(Figura 3.4).

LN 7
X/
/'/ i { % ke
Figura 3.4

Isto se explica pelo fato de que, perto das pontas, forma-se uma alta densidade de cargas, ou seja,
grande intensidade do campo que atua no ar circundante e as suas particulas ionizam-se (as moléculas
neutras transformam-se em particulas carregadas, como resultado da remocédo de elétrons). Os ions

entram em movimento levando consigo moléculas neutras; forma-se o “vento elétrico”. Assim, o
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surgimento da rotacdo do molinete encontra explicacdo (apesar da lei da conservacdo do momento
angular).

A igualdade dos potenciais na superficie de um condutor no campo eletrostatico permite
entender porque dentro de um corpo metéalico oco (sobre o corpo macico ja falamos antes) a
intensidade do campo € igual a zero (se dentro, naturalmente, desta cavidade ndo ha cargas). Na
realidade, se a intensidade do campo dentro da cavidade fosse diferente de zero, para o deslocamento
de uma carga de um ponto a outro da superficie dentro da cavidade seria necessario realizar trabalho,
0 que significaria que entre estes pontos existe diferenca de potencial, o que contradiz a condicéo
inicial.

Na pratica, para analisar os fenémenos elétricos, em geral, usamos a diferenca de potencial entre
dois pontos do campo e ndo os potenciais propriamente ditos, visto ser esta a grandeza relevante. O
valor desta diferenca de potenciais chama-se tensdo, é simbolizada pela letra V e é medido,
naturalmente, em volts. Deve-se notar que a tensdo e a intensidade do campo sdo grandezas fisicas
diferentes.

Da relagéo

dVv = Edr, (3.15)

concluimos que a dimenséo de intensidade de campo E pode ser escrita assim:

volt

. (3.16)
metro

[E]l=

. « x4 )
Ja a dimensdo de tensdo € simplesmente “volt”, ou por defini¢éo, c

Encontremos a diferenca de potencial entre as placas de umcapacitor plano (Figura 3.5).
Por definicdo, esta grandeza é numericamente igual ao trabalho gasto no deslocamento de uma

carga g = + 1 de uma superficie do capacitor até a outra, ou seja, o produto da forca pela distancia:

V=Ed="—. (3.17)
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Figura 3.5

Lembremos que o primeiro “capacitor” a ser criado pelo homem foi a “garrafa de Leiden”. Em
1746, o fisico holandés Pieter van Musschenbroek (1692-1761), professor na Universidade de Leiden,
estava tentando aumentar o contetdo de eletricidade eletrostatica na agua de um recipiente, ligado a
um cano de metal contendo um fio metalico mergulhado na agua. Um assistente segurava o recipiente,
enquanto Musschenbroek carregava o cano por atrito. Quando o assistente tocou no cano com a outra
méao, levou um choque bastante violento. A experiéncia foi repetida e ficou confirmado que a agua,
que é um dielétrico podia acumular uma quantidade apreciavel de eletricidade. Assim foi descoberta a
“garrafa de Leiden”, o primeiro capacitor ou “condensador”, como passaram a ser chamados oS

dispositivos aptos a armazenar cargas elétricas.

A diferenca de potencial entre uma das placas e certo ponto x, encontramos de forma anéloga:

o X
V,=EXxX=—,
&€

ou

\Y :\dix=vi. (3.18)

N&o é dificil encontrar a diferenca de potencial num capacitor esférico, (duas esferas

concéntricas, Figura 3.6).

Figura 3.6
O potencial de uma esfera, analogamente ao potencial de uma carga pontual, é igual a:
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1 ¢
=— . 3.19
wesfera 505 47“, ( )

A diferenca de potencial num capacitor esférico é determinada pela expressao:

Vesfera = i i[l_ ij . (320)
&€ 4r

Vamos encontrar a diferenca de potencial num capacitor cilindrico (dois cilindros coaxiais,
relativamente compridos, de material condutor) atraves do calculo do trabalho realizado para o
deslocamento de uma carga q = +1 de uma superficie (cilindro de raio a) a outra (cilindro de raio b).
Este caso é representado na Figura 3.7.

Figura 3.7

A expressao para a intensidade do campo E de um cilindro comprido é:

onde g € a carga por unidade de comprimento.

Daqui,

b b
V= iidr:iijﬁ
EE 27X Eg& 2m 5 I

a

ou

a 0 (3.21)
2rge A

V =

Encontremos, agora, o potencial do campo de um dipolo num ponto afastado, e pelo potencial
determinemos o campo em Si.

O potencial de um dipolo, no ponto A sera igual a soma dos potenciais dos campos das duas
cargas +q e - q (Figura 3.8).
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Figura 3.8

Para os pontos suficientemente distantes (rl >>r, 1, >> r') pode-se escrever
L—r,~rcosd, nL~re,

onde r é a distancia média do ponto A ao dipolo.

Entéo,

K.qrcosé K,p cosé
¢: 5 = grz .

er

Conhecendo o potencial, vamos agora determinar as componentes do campo.

coordenadas polares, temos (Figura 3.9):

E-_99
or
__OJop

" ro0

_2pcosd 2K, pcosd

E

r

Arriceg, er’

E —psend K, psend

[

drrice, er’

de onde, obtemos:
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E-JEZ+E2 =K P f3c0os0+1, (3.27)

er?

que coincide com a férmula.

Figura 3.9

Neste problema, examinamos o caso em que foi preciso encontrar duas componentes do campo.
Geralmente, 0 campo possui trés componentes em relacdo as respectivas coordenadas. No sistema

cartesiano, elas sdo

E,.E, eE,.
Da relagéo
E = Ey%, + Eyy, + E, 7,. (3.28)
Onde %,,¥,,Z, Sa0 vetores unitarios e
Ex — _6_(/),
OX
0
E, = _5(0; (3.29)
E, = _9¢
0z
obtemos
= dp— 0p — Op—
E=—(a—fxo+§ y0+a—fzo). (3.30)

A grandeza entre parénteses chama-se gradiente do escalar ¢ e representa-se como: “grad ™.

Consequentemente,

E =—grad Q. (3.31)
O gradiente pode também ser indicado por meio do operador V, ja introduzido no capitulo anterior.

Assim temos

48



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

E=-veg.
Esta relagéo entre Ee (¢ permite escrever de outra forma a expresséo (2.18):

0E, OE, 0E, 1

X Z

e
x oy oz s

Substituindo a relagéo (3.29), obtemos:

2 2 2
e 00 . 00_ 1, (3.32)
ox® oy* oz EyE

Esta é a chamada equagdo de Poisson. Na auséncia de cargas, ou seja, p=0, a equagdo

correspondente tem o0 nome de equacao de Laplace:

2 2 2
8(20+a(20+a(20=0. (3.33)
OX oy 0z

Para abreviar, o segundo membro (soma das derivadas parciais de segunda ordem por todas as

coordenadas) é simbolizada pela letra Ae a equagdo (3.32) e (3.33) tomam respectivamente as

formas:
Ap = 1 p. (3.34)

£&o
Ap = 0. (3.35)
Nas regides livres de cargas, emprega-se a equacdo de Laplace, nas regides que apresentam
alguma distribuicdo de cargas é preciso utilizar a equacdo de Poisson. As solucBes dessas equacdes
sdo, em geral, trabalhosas; é preciso conhecer as condi¢fes de fronteiras e as técnicas matematicas

adequadas.

(&s vezes no lugar do simbolo A utiliza-se o simbolo V?, chamado “nabla ao quadrado”, operador de

Laplace ou simplesmente laplaciano). Esta Gltima equacdo é conhecida como equacdo de Laplace e o

operador V? é chamado de laplaciano, em homenagem a Pierre-Simon Laplace (1749-1827), que fez
uso desses recursos matematicos, em seu monumental Traité de méchanique céleste, publicado entre
1798 e 1827. Simeo6n Denis Poisson (1781-1840) foi um célebre engenheiro, fisico e matematico
francés, que produziu importantes trabalhos em mecanica, eletromagnetismo e teoria das

probabilidades.

49



CAPITULO 4
TRABALHO NUM CAMPO DE FORCAS POTENCIAIS — CAPACITANCIA ELETRICA

O campo de forca de uma carga pontual é um campo de forca central: as linhas de forca séo retas
radiais convergentes (cargas negativas) ou divergentes (cargas positivas) em relacdo ao centro, ponto
de localizacdo da carga. Para tal campo de forcas, de forma mais evidente, ilustra-se a independéncia

da trajetoria do trabalho gasto no transporte de carga de um ponto a outro (Figura 4.1).

Figura 4.1

Qualquer linha do ponto a ao ponto b, pode ser substituida por uma linha quebrada equivalente
I, composta de segmentos orientados ao longo das linhas de forca e segmentos perpendiculares a estas.
Para o deslocamento de uma carga pelos segmentos perpendiculares as linhas de forca ndo é preciso
realizar trabalho contra as forcas do campo (as forcas sdo perpendiculares ao deslocamento). O

trabalho resultante por unidade de carga, consequentemente, sempre € igual a diferenca de potencial
entre os pontos a e b, ou seja; entre as esferas equipotenciais de raios correspondentes S, e S, .

Generalizando para caso de campos eletrostaticos mais complexos, concluimos que o trabalho
necessario para o deslocamento de uma carga nestes campos é determinado pelos potenciais nos
pontos inicial e final do caminho e ndo depende da escolha desse caminho.O trabalho ao longo dum
caminho fechado em tal campo é igual a zero. Como sabemos do curso de mecénica, tais campos sao

chamados campos potenciais e as forgas séo forgas conservativas.
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Notemos que a impossibilidade da existéncia de linhas de forca retilineas do campo cuja intensidade

dependa de uma ou mais coordenadas € consequéncia do carater potencial do campo.

Figura 4.2

Se imaginarmos a existéncia de tal campo (Figura 4.2), entdo, o trabalho realizado pelo caminho
fechado L neste campo é diferente de zero; em outras palavras, colocando em tal campo um sistema
circular de cargas (Figura 4.3), podemos obter um “moto continuo”, o que contradiz a lei da

conservacao da energia.

Figura 4.3

A expressdo para o trabalho durante o deslocamento de uma carga num campo eletrostatico, por
qualquer contorno L, do ponto a ao ponto b, representa a integral do produto da componente

tangencial da intensidade do campo E, pelo elemento do contorno dL.

b
W =qfEdl, (4.1)

ou

W=qj(Edi). (4.2)

Desta forma, estabelecemos que qualquer corpo carregado cria, em torno de si, um campo, cada
ponto desse campo possui potencial. Podemos concluir (formula (3.19)) que o potencial de uma esfera

de raio R, uniformemente carregada, é igual a:

(4.3)

1
p=-
£

= |2

Na superficie da esfera r = R, o potencial correspondente sera definido pela formula:
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K

e

(Desfera -

2 4 (4.4)

e R

Esta formula, como todas as outras, que determinam o valor do potencial, para diferentes corpos
carregados, mostra que ele é diretamente proporcional a carga g comunicada ao corpo.

Um corpo portador de uma carga ¢ pode possuir um potencial diferente do potencial de outro
corpo portador de carga igual. Como mostra a formula (4.4), para as esferas, o valor do potencial é
inversamente proporcional ao raio.

O valor da carga necessaria para elevar o potencial de um corpo de uma unidade chama-se
capacitancia do corpo e é simbolizado pela letra C. Consequentemente, a capacitancia C é a razdo da

carga comunicada ao corpo pelo valor do potencial criado por este corpo (na sua superficie).

C= (4.5)

a

®

A unidade de capacitancia, naturalmente, seré a capacitancia daquele corpo cujo potencial aumenta-se
de 1volt ao receber uma carga de 1 coulomb. Essa unidade de capacitancia chama-se farad.

Encontremos a capacitancia de uma esfera. O potencial de uma esfera é determinado pela

férmula (4.4). A razdo de q por esta grandeza da a capacitancia C.

q q
C="=———=¢¢47R.
P EALLY 4 (4.6)

&e 4r R

No sistema CGSE o potencial da esfera no vacuo (& =1) é expresso pela formula :

(o=%, pois, K, = _1. @4.7)

dre,

Consequentemente,
C=R, (4.8)
isto é., a capacitancia pode ser expressa em centimetros ou metros.
A unidade de capacitancia no sistema CGSE ¢€ a capacitancia de uma esfera de raio igual a 1 cm.
Encontremos quanto vale esta grandeza em farad. Substituindo na formula (4.6)

R=1cm=0,01m.
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C::(90.41”.0,01:-—1—-.10“9.47z.1o-2 F-lioup,
67 9

: A 1. : .
Desta maneira, 1cm de capacitancia é igual a 5.10 *farad. Aproximadamente, pode-se considerar
que

é.lO“ _ %.1012 ~10%2 .9)

. 10 , -
ouseja,l cm~10" farad (exatamente :1cm = 3.10 ZF).

A grandeza 10 F chama-se picofarad (pF), ou micromicrofarad, i.e.,
lcm~1pF . (4.10)

Introduzindo o conceito de capacitancia e de sua unidade de medida, o farad, pode-se dar outra

expressao da dimensdo da permissividade dielétrica do vacuo:

ky_v _CCV FCV _FNm_F
> Nm?® V.Nm*> Nm?’ Nm> m

Encontremos, agora, a capacitancia de um capacitor plano, conhecendo a diferenca de potencial deste

V = ﬂ1
Eyé
determinemos C :
q _ &¢€Q
C=—=202, :
V- od (4.11)

Expressando a carga q através da densidade superficial, ¢ = ¢S, onde S é a superficie da placa,
encontramos

_ 5E0S 5SS

od d

C (4.12)

Né&o é dificil de calcular a capacitancia de um capacitor esférico. O seu potencial é determinado pela
férmula (3.20):
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Vot 1(1_1)
&€ 4r\r R

Daqui,
_a_ 1
C—V—goe47r T 1
r R
ou
47 rR
C=¢c¢ . 4.13
“ R-r (4.13)

Para um capacitor cilindrico, temos (ver férmula (3.21)):

V= g In E
2ng,e A
Consequentemente,
27 £,&
C= —
n b (4.14)
a

E util notar que as expressdes (4.13) e (4.14) para os casos em que R—r<<R oub-a<<a, tém a

mesma forma. Naturalmente se num capacitor esférico R—r =d (ao passo que d << R), entdo,

2
47 R ~ o 47R™ _5¢S . (4.15)
R—r d d

C=¢gs¢

No caso de um capacitor cilindrico, com o comprimento | , se (b—a)= d <<a:

n2ont9 _pasdy 9 (4.16)
a a a

2red  ge2mal g S
b ~ 4 = d (4.17)

Assim, a férmula da capacitancia de um capacitor plano pode ser utilizada tanto para os casos de

capacitores esféricos como para os cilindricos quando as distancias entre as placas sdo pequenas.
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Vejamos, por exemplo, como pode ser encontrada a capacitancia de um capacitor plano que tem
duas camadas de dielétricos diferentes entre as placas (&; e €;). Seja a espessura das camadas d, ed,
(Figura 4.4).

Entao,

V=V, 4V, (4.18)

onde V, e V, sdo as diferencas de potencial entre os limites das camadas do primeiro e do segundo

dielétrico, respectivamente.

d, d,
€ &
Figura 4.4
Como
V,=E.d, =—2d,
“of (4.19)
V,=E,d,=-2-d,,
Eo&s
temos:
_q_ oS B S
Vv od, _od, 4 _d, (4.20)
&€& &6y & &

Se g; = &,, esta férmula converte-se na formula comum de capacitancia do capacitor plano.

O caso mais complicado é, por exemplo, o célculo da capacitancia (por unidade de
comprimento) de uma linha condutora dupla. Seja a o raio do condutor e d a distancia entre eles
(Figura 4.5).

2a E,
)y
g
- d- “
Figura 4.5
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A diferenca de potencial entre os condutores ndo depende da forma do caminho, por isso, escolhnemos
0 caminho retilineo que une os centros dos condutores.
Vamos escrever a expressao para a intensidade do campo no ponto x. O primeiro condutor ( + )

da a intensidade do campo (ver formula (2.31)):

1
E,=— -, 4.21)
EyE 2 X

onde g é a carga por unidade de comprimento (densidade linear). O segundo condutor ( - ) d& origem

ao campo E,, igual a:

1 q
- , 4.22
? & 27(d —X) (4.22)
daqui
e__4d (14_ 1 j (4.23)
&€ 2r\ x d—Xx

Encontremos a diferenca de potencial entre a superficie do primeiro condutor e a superficie do

segundo, respectivamente para X=a ex=d —a.

d-a d-a 1 1
V= [ Edx= i I(—+—jdx. (4.24)
A g2 5 \Xx d-X
O célculo da integral conduz a expressao:
v-_24 d-a (4.25)
EyE2TT a

No caso em que d >>r, encontramos:

V = g Ing.

Teeg, a

De onde, obtemos a capacitancia por unidade de comprimento
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q _ mEg,

EATEH
TEE ) A a

Como consequéncia desta expressdo, vamos encontrar a capacitancia por unidade de

C

IR

comprimento de um condutor horizontal situado na altura h sobre a superficie da Terra (ou de uma

tela). Para isto, utilizemos a imagem especular do condutor (Figura 4.6).

Figura 4.6

A validade desta substituicdo é obvia: as linhas de forca devem ser perpendiculares a superficie
da tela (Terra), ou seja, a representacdo do campo para ambos 0s casos € a mesma, com a diferenca

apenas de que a diferenca de potencial, no caso real, é duas vezes menor que no caso de uma linha

condutora dupla. Consequentemente,

V= V'h% | (4.27)
de onde, segue:
_2reg,
C= 2 (4.28)
a

A dependéncia da capacitancia do capacitor da distancia entre as placas pode ser utilizada para
medir pequenos potenciais. Para isso, ligando o capacitor a fonte elétrica, nds o carregamos com uma

carga determinada até o potencial V,. Desligando o capacitor e distanciando as suas placas, ou seja,

diminuindo a capacitancia, com a mesma carga, nos criamos uma diferenca de potencial muito maior

na sua envoltura.

57



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

Encontremos a energia armazenada num capacitor carregado, ou seja, o trabalho realizado para
deslocar a carga q para as placas do capacitor até tal estado em que a sua diferenca de potencial seja
igual a V.

O trabalho elementar (energia), isto é, o trabalho necesséario para o deslocamento do elemento de
carga dq € igual a:

dw =Vdq . (4.29)

Como g = CV, encontramos: dq = CdV.

Consequentemente,
vv:cjvavz%cvz, (4.30)
ou
1 9° 1
W=>= 2 ==qV. (4.31)
2 ¢ 24

Conhecendo esta expressao, € util encontrar a energia do campo, ou a energia localizada na unidade de

volume do espaco entre as placas do capacitor:

1 g€ S\,2 1 g¢eSd

W = E CV2 = 2d V2 2 d2 V2 =
2 , (4.32)
1 \Y egy E
= - gog V| — = Vl
2 d 2

onde v é o volume do espaco entre as placas (v = S.d). Desta maneira, por unidade de volume tem-se

a seguinte energia do campo (densidade de energia):

2
we B (4.33)
2
Para concluir, determinaremos o valor da capacitancia de um sistema de capacitores ligados em

paralelo e em série (Figura 4.7 e Figura 4.8).

| |

L
| |
|
|
|

Figura 4.7
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No caso da ligacdo em paralelo, nas placas dos capacitores, em todas as partes o potencial € o

mesmo (caso contrario haveria movimento de cargas). Consequentemente,
q =VC,; q,=VC, , ... etc,

isto é

q:zqi =V izci-

Desta maneira, na ligagdo em paralelo

C=>C. (4.34)

|| ||
i I

C] C2 C3

Figura 4.8

Na ligacéo em série, todos os capaciores contém a mesma carga:

isto &,

1 1
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CAPITULO 5
OS DIELETRICOS NO CAMPO ELETRICO

Diferentemente dos condutores, os dielétricos ndo possuem cargas que se movimentem
livremente (elétrons). As moléculas dos dielétricos sdo particulas neutras da substancia ou dipolos
elétricos. No ultimo caso, diz-se que a substancia é composta de moléculas polares. Se o dielétrico é
colocado num campo elétrico, entdo, as moléculas neutras das substancias ndo polares, sob acdo deste
campo polarizam-se, ou seja, transformam-se em dipolos como resultado do afastamento das cargas

positivas e negativas. Na Figura 5.1a mostra-se uma molécula ndo polar e na Figura 5.1b esta mesma

molécula esta inserida no campo elétrico E. As moléculas polares no campo elétrico, em primeiro

lugar, orientam-se no sentido do campo, pois surge um momento de rotacéo

T= ﬁxﬁ, (5.1)
a) b) =
-
» E
Figura 5.1

e em segundo lugar, aumentam o seu momento dipolar alongando-se sob a ac¢do das for¢as do campo.
Na Figura 5.2a, mostra-se uma molécula polar fora da acdo do campo Eena Figura 5.2b sob a agédo do

campo E.
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b -
a) ) o E
p
—_—— 4
> E
Figura 5.2

Naturalmente que é preciso ter em conta que 0 movimento térmico das moléculas faz variar
constantemente as orientacfes desses dipolos, por isso € a sua orientacdo média que vai caracterizar a
orientacdo no sentido do campo.

O fenbmeno de polarizacdo das moléculas no campo elétrico explica também a influéncia do

meio na forca de interagdo entre corpos carregados, isto é; a natureza fisica do coeficiente €' na lei de
Coulomb. A Figura 5.3 mostra que um corpo carregado inserido num meio dielétrico provoca a sua
polarizacdo, ou seja; o surgimento de cargas superficiais de sinal contrario na superficie de contato do

dielétrico com o corpo.

Figura 5.3

Como resultado, o corpo carregado € circundado por uma camada com cargas de sinal
contrario, que diminuem a carga do corpo carregado, isto é; que neutraliza uma parte da carga, 0 que

diminui a forca de interacdo coulombiana e, consequentemente, 0 campo do corpo carregado.
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Figura 5.4

No caso de campos ndo uniformes, no dipolo (e consequentemente, nas moléculas polares e nao
polares) ndo somente atua um par de forgcas, mas também uma forca que imprime ao dipolo um
movimento de translacdo ou que cria uma tensdo mecanica na substancia. Esta forca é facil de ser
encontrada, se for conhecida a dependéncia da intensidade de campo elétrico das coordenadas.

A Figura 5.4 mostra que, no caso de um campo ndo uniforme, temos F, > F, por isso, na
posicdo em que 0 momento de rotacdo torna-se igual a zero, permanece a forca aplicada ao dipolo
F, —F,, diferente de zero, e isso explica o fendmeno distensdo dos dielétricos num campo elétrico.

Agora vamos fazer uma avaliacdo quantitativa do fendmeno de polarizacdo dos dielétricos no
campo elétrico.

O vetor P chama-se vetor de polarizacdo de um dielétrico, que é o momento de dipolo

resultante por unidade de volume da substancia do dielétrico. Portanto,
P=—YyN P, (5.2)

onde B, é o momento de dipolo de uma molécula, N é o numero de moléculas no volume AV. A

dimensdo desta grandeza é

[Fl=2=L (5.3)

mas esta é a dimensdo da grandeza eoﬁ (como consequéncia da lei de Coulomb) e, por outro lado, esta
é a dimensdo da densidade superficial de cargas. Esta situacdo nos permite, em primeiro lugar,
relacionar P e sOE com a ajuda do coeficiente adimensional y , e em segundo lugar, expressar a
polarizacdo P através da densidade superficial das cargas de polarizacdo ¢’, que surgem na fronteira do
dielétrico, como resultado da polarizacdo. Diferentemente da densidade de cargas livres o, vamos
simboliza-las por o’.

Por conseguinte,

62



Ivanor Nunes de Oliveira, José Louren¢o Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

A grandeza adimensional y, introduzida desta forma, tem o0 nome de susceptibilidade dielétrica
ou coeficiente de eletrizacdo. Para um dielétrico homogéneo, colocado no campo elétrico uniforme, o

momento de dipolo de uma molécula € igual a P; =%80E = fe,E. A grandeza y/N, aqui

simbolizada pela letra § tem o nome de polarizagdo da molécula. Agora, vamos expressar a grandeza

P por intermédio de ¢'. VVé-se, da Figura 5.5, que o momento resultante de dipolo de certa regido do

dielétrico (achurada) com qualquer orientacdo do vetor P em relacdo a fronteira do dielétrico (angulo
«) € igual a:

o' ASI, (5.5)

mas, por outro lado, esta mesma grandeza, por definicdo, é igual a PAV, onde AV é o volume da regido

achurada.
| .-
’_,/ Gv
e
- AS
p
6 !
d
Figura 5.5
Consequentemente,
PAV = ¢'ASL. (5.6)
Tendo em conta que AV = AS.d, d = [ cos a temos
PASlcosa = o'ASl, (5.7)

Ou

Pcosa =o'
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Quer dizer que a projecdo do vetor P sobre a normal & superficie do dielétrico é igual a densidade

superficial de cargas de polarizacéo:
P, =0 (5.8)

Esta relagdo nos permite encontrar a ligacdo entre o deslocamento elétrico D, a intensidade do
campo E e a polarizacao P.
Examinemaos a fronteira de dois dielétricos homogéneos com polarizacdo uniforme (Figura 5.6).

Tomemos uma fronteira que se encontra no campo uniforme E. Entdo, na superficie de contato

destes dois dielétricos, surgem cargas de polarizacdo com densidades superficiais oy € a;.

llnz
Enf™ "~ 7E
) ) _E T ) G!
+ + + + + +
02
M
Figura 5.6

Consequentemente, a fronteira entre os dois dielétricos pode ser considerada como um plano
carregado com densidade superficial de cargas o; — a,.Tal superficie resulta numa intensidade de

campo que tem somente a componente normal a superficie igual a:
EI _ 1 ! !
=—o, — 05, (5.9)

0 que € resultado da formula (2.27).

Desta maneira, as somas das componentes normais do campo elétrico, no meio 1 e no meio 2,

serdo definidas da seguinte forma :

1
Eny = Ep — 2¢, (01’ - 02’);
(5.10)

1
En, = Ep — e (01, - 0-2’);
0
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onde E,, ¢ a componente do campo E normal a superficie dos dielétricos inseridos neste. Daqui,

1 ! !
En, —Enp = P (of — 03),
0

(5.11)
ou

€0En2 — &9Eny = (0{ — 03).
Utilizando a relacgéo (5.8), obtemos:
&Enz — €En1 = Ppn1 — Pna
ou (5.12)

E0Enz + Ppp = €0Eny + Py

Esta € uma conclusdo fundamental: com a existéncia de fronteira entre dois dielétricos a grandeza

&oE, + B, ndo varia. A grandeza vetorial eoﬁ +Péa segunda definic¢do do vetor inducéo elétrica (ou

deslocamento elétrico):
D = gE + P. (5.13)

Na primeira definicéo, tivemos (ver formulas (2.21) e (2.22))

D = gy¢E. (5.14)
Daqui segue

egoE = goF + P. (5.15)
e como P = )(sof obtemos

E = goE + yeoF (5.16)
ou

e=1+y. (5.17)

Desta forma, a relagéo (5.12) diz que a componente normal de D ao passar a fronteira néo varia:

(5.18)
Dpq = Dy,.

Notemos que os vetores D e E coincidem em direcdo e sentido somente nos dielétricos

isotropicos. No caso de anisotropia, a grandeza € torna-se um tensor e a relagdo entre D e E torna-se

mais complexa.
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Expressemos, agora, a densidade de cargas superficiais de um dielétrico inserido no campo
elétrico por meio da sua permissividade dielétrica. Seja um dielétrico colocado dentro de um capacitor
plano (Figura 5.7).

Nas suas superficies surgem cargas de polarizagdo com densidade o .

O campo dentro do capacitor

E=22 (5.19)

+ + + + + + +
o He e A A

Figura 5.7

Porém, a influéncia do meio pode ser considerada com a introducdo da permissividade dielétrica

relativa;

E= (5.20)
Daqui, obtemos:
o _0-¢7 (5.21)
&g &
ou
o =21s (5.22)

Pode ser util, também, outra expresséo que resulta das relagdes (5.20) e (5.21):

o' = (e —1)gE. (5.23)
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D,

D.
a,
€
£ B. D
8 .
D
n
Figura 5.8

Encontremos as condicdes a que devem satisfazer as linhas de forca do campo e as linhas de

inducdo ao passarem pela fronteira entre dois dielétricos. Como ja foi estabelecido, as componentes
normais do vetor D ao passarem pela fronteira do dielétrico ndo variam, ou seja,

Dy = Dpy. (5.24)

Entdo, da Figura 5.8, obtemos:

tga — t1 ,
* Dnl
D
tgaz _— th , (525)
n2
g, Dy, _ sE4 ]
tgc, D, B

Mas, como as componentes tangenciais da intensidade do campo, ao passarem pela fronteira, ndo
variam, da expressao (5.25), obtemos:

9y &
tga, ¢, .

(5.26)

Da grande variedade de dielétricos existentes na natureza e daqueles obtidos artificialmente,
destacam-se duas classes que encontram ampla aplicacdo técnica na atualidade: os materiais
ferroelétricos e os piezocristais. Os ferroelétricos caracterizam-se pelo grande valor de & (até alguns

milhares), pela dependéncia de & da intensidade do campo e pelo fenbmeno da histerese (isto é, o

atraso na variacdo do vetor P com a variagdo do campo E). Os piezocristais caracterizam-se pela
polarizacdo com as deformacdes mecénicas (este fendmeno € chamado de efeito piezoelétrico direto) e
sofrem deformacdes sob a acdo do um campo elétrico (efeito piezoelétrico inverso). A explicacao deste
fendmeno consiste em que as redes cristalinas, que ndo possuem centro de simetria, com a compressao
ou elongacéo, sujeitam-se ao deslocamento acompanhado do surgimento do momento elétrico.

O que ¢é a histerese? Histerese € um termo de origem grega com o significado de retardo. Em

presenca de histerese ndo ha linearidade entre as variaveis. Notacdo simbdlica: seja uma grandeza
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causa, representada por C, que produz um efeito representado por E. Diz-se que ha histerese, desde que
a curva E = f(C), obtida com o crescimento de C ndo se superpde a curva E = f(C), obtida com o
decrescimento de C. Ao impor a causa C variagdes periodicas, o fenémeno de histerese é responsavel
pelo surgimento da curva E = f(C), denominada ciclo de histerese. Um valor x do dominio C pode
entdo ter duas imagens, no contradominio E. A histerese ocorre tanto na fisica, como na biologia e até

na economia.
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CAPITULO 6
CORRENTE ELETRICA CONTINUA. LEI DE OHM

Os elétrons livres de um condutor metalico isolado, por exemplo, de um pedago de fio de cobre,
estdo em movimento aleatorio, andlogo ao das moléculas de um gas num recipiente, ndo possuindo, em
média, nenhum deslocamento continuo ao longo do fio. Se passarmos um plano perpendicularmente ao
eixo do fio o nimero de elétrons que atravessam 0 mesmo, por unidade de tempo, é igual nos dois
sentidos, ou seja, o fluxo de elétrons € igual a zero.

Entretanto, se ligarmos as extremidades do fio aos terminais de uma pilha, estabelecer-se-4 um
campo elétrico em todos os pontos do fio, surgird um movimento ordenado dos elétrons livres do
condutor.

Esse campo elétrico atuard sobre os elétrons dando origem a um movimento dos elétrons no

sentido oposto ao sentido do campo E. Diz-se, entdo, que foi criada uma corrente elétrica I. Se a carga

total que atravessa a seccdo reta de um condutor, durante o tempo t, é igual a g, o valor da corrente

sera dado por
|=% (A=Ej, (6.1)

onde | é uma grandeza escalar, sua unidade de medida no sistema Sl é o ampére (A) ou coulomb por

segundo. No Sl, o ampere é a unidade fundamental, ao lado do metro, o quilogramo e o segundo.
Pequenas correntes sdo mais convenientemente expressas em miliampere (1mA:10*3 A) ou em
microampere (1 HA=10"° A).

Se | ndo varia com o tempo, a corrente é denominada corrente continua. Se o fluxo de cargas

variar com o tempo, a corrente serd uma funcéo do tempo, sendo definida, entdo pela primeira derivada

da carga em relacdo ao tempo:

o

q

=t (6.2)

69



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

A corrente | € uma caracteristica macroscopica de um condutor, como a massa, 0 volume ou o
comprimento do fio. A densidade de corrente 7, que € um vetor, € uma caracteristica local do condutor
(de um ponto do condutor) e ndo do condutor como um todo, é uma grandeza relacionada com a
corrente I. Se a corrente elétrica estiver uniformemente distribuida num condutor, cuja seccao reta tem
a area S, como mostra a Figura 6.1, 0 médulo da densidade de corrente para todos 0s pontos desta

seccdo é dada por:

Figura 6.1

O sentido do vetor j € dado, em cada ponto, pelo sentido da velocidade dum portador de cargas
positivas. Vale sublinhar que um elétron nesse mesmo ponto mover-se-ia no sentido contrario ao vetor
7. A densidade de corrente, também, pode ser definida através da velocidade dos portadores de carga,
do numero de cargas e do valor da carga. Se, por exemplo, por unidade de volume, encontram-se n
particulas, cada qual tendo a carga e* e todas se movendo com velocidade v, entdo, a densidade de

corrente € definida pela expresséo:

j=nev. (6.3)

Como ne= p é adensidade volumétrica de carga (carga por unidade de volume), a formula (6.3) pode

ser escrita na forma:

L 6.4
j=pv. ¢4

Conhecendo j, é féacil encontrar a corrente total através de dada superficie S. Para isso, é

preciso tomar a componente de j normal a superficie e multiplica-la pela area da superficie (Figura
6.2):

1=j.S. (6.5)
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Figura 6.2

Esta relacdo certamente é valida apenas no caso quando j ndo depende das coordenadas. No

caso geral, a corrente que passa através da superficie S é expressa pela integral de

I =[j,ds (6.6)

S

ou, através do produto escalar

=fs G- s,

onde 72 € um vetor unitario, perpendicular a superficie S (veja a Figura 6.2).
Consideremos uma superficie fechada. A corrente total que passa através de uma superficie
fechada S, baseando-se na lei de conservacdo de cargas, é igual a variacdo da carga dentro da

superficie por unidade de tempo;

dqg
l=——. 6.7
dt (6.7)
Unindo (6.6) e (6.7), temos a expressao da lei de conservacdo da carga:
. dq
dS=-——>. 6.8
fids =1 (6.8)

O sinal “menos” no segundo membro desta equagao significa que a corrente que sai da superficie leva
a diminuicdo da carga no interior desta superficie. O primeiro membro da formula (6.8), vamos

expressar através do operador divergéncia, que segundo a definicéo é:

. (fi.ds
d|VJ:\I/|m0 v ,

(6.9)

onde VV é o volume do condutor que contém a superficie S.
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Entao,

div j=lim| -+ 991 (6.10)
V-0 V d'[

Substituindo q = J.p dV e considerando p =const, em funcdo das coordenadas, obtemos para V — 0 :

. dv
div j = lim —iijpdv :—dplim'[ __9p (6.11)
vool V dt dt voo V dt

A equacdo obtida, que expressa a lei de conservacao da carga, tem 0 nome de equacdo de continuidade

e pode ser representada como segue:

div j+22 =0,

o (6.12)

Lembremos que o simbolo de derivada parcial, introduzido em (6.12), mostra que quando p é
funcéo das coordenadas e do tempo, a derivada é efetuada somente pelo tempo.

A propriedade fundamental da corrente consiste em que ela cria um campo magnético na sua
vizinhanca. O ponteiro de uma bussola perto de um condutor com corrente desvia-se sob a acdo da
corrente (experiéncia de Oersted). Além desta acdo magnética da corrente, ela também produz acao
quimica e calorifica; a passagem de corrente através de solugdes de sais e acidos resulta na sua
dissociacdo, enquanto um condutor com corrente aguece-se.

Nestas propriedades da corrente estdo baseados os funcionamentos de varios aparelhos
eletromagnéticos, eletroquimicos e termoelétricos. Assim, pela quantidade de substancia obtida da
solucdo pode-se determinar a carga que passa através da solu¢do (coulomb metro), pelo aquecimento
do condutor pode-se medir a corrente (amperimetro térmico) etc.

Como exemplo de acdo magnética da corrente, consideremos o principio de funcionamento do
galvandmetro balistico. Os galvandmetros balisticos sdo aparelhos usados para medir a quantidade de
carga deslocada por uma corrente de curta duragdo, como, por exemplo, no processo de carga ou
descarga de um capacitor. O aparelho projetado especialmente com esse proposito tem uma bobina,
através da qual percorre a carga a ser medida, com momento de inércia maior e suspensdes com
constante elastica menor do que os instrumentos destinados a medig&o de corrente.

Consideremos uma bobina de galvanémetro que contém N espiras, tem area S e momento de
inércia I, suspensa por um fio de torgdo com constante elastica k', imersa num campo magnético
permanente. Suponhamos que seja enviado um pulso de corrente através da bobina. A corrente é
inicialmente nula, cresce até um valor maximo e depois decresce novamente até o valor zero em um

tempo tdo curto que a bobina ndo se move, aparentemente, enquanto o pulso de corrente passa através
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dela, ela gira, apenas, depois que a corrente cessa. O torque, em qualquer instante de tempo, durante o

pulso de corrente é dado por uma dependéncia linear, o que confirma o experimento. Temos:
r=k I, (6.13)

onde k; é a constante de proporcionalidade. Como foi mostrado em Mecanica, o impulso-angular é

igual ao torque integrado em relacdo ao tempo do pulso de corrente e, a0 mesmo tempo, é igual &

variacdo do momento angular:
[rdt=1m, (6.14)

onde @ ¢é a velocidade angular no inicio do desvio do galvandémetro.
A energia cinética inicial da bobina é transformada em energia potencial elastica do fio de
torgéo, portanto, obtemos

RRE (6.15)

onded . é o angulo maximo de desvio (ou deflex&o). Das expressdes (6.14) e (6.15),eliminando @,

obtemos

, 2
k[ 1dt=1 w=I ,/k Iem =Jk 16, (6.16)

mas, .[ | dt é a carga total Q transferida através da bobina. Assim, temos

cg:‘/ﬁem =Ky, , (6.17)
ky

0 gue mostra que a carga percorrida através da bobina de um galvandémetro balistico é proporcional ao
angulo de desvio maximo. O processo é analogo ao que ocorre quando um péndulo balistico € atingido
por um projétil.

A constante balistica do galvanémetro (k,) depende dos pardmetros do aparelho (momento de

inércia, constante elastica e etc.) e pode ser determinada experimentalmente pela medicdo da carga
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conhecida Q, em um capacitor de capacitancia C. Se entre as placas do mesmo for aplicada uma
diferenca de potencial V,, entdo, a constante balistica sera igual a :
CV,

k:—0=
=TT (6.18)

sendo que n, € a leitura do galvandmetro correspondente a carga Q,.

Agora, examinemos as condicdes sob as quais € possivel o surgimento da corrente elétrica.
Antes de tudo, devem existir cargas capazes de deslocarem-se. Tais cargas existem nos condutores.
Para que as cargas entrem em movimento ordenado, que crie corrente, € preciso que nelas atue uma
forca. Consequentemente, para o aparecimento de corrente entre as extremidades de um condutor deve
existir uma diferenca de potencial (o trabalho gasto nos deslocamentos das cargas é diferente de zero).

A passagem de carga por um condutor € um processo que tende a levar a igualdade dos
potenciais entre as suas extremidades, por isso, para a manutencdo de uma diferenca de potencial
constante, € necessario que haja fontes, chamadas, usualmente, fontes de forcas nao-eletrostaticas.

A diferenca de potencial criada por tais forcas ndo-eletrostaticas (ou seja, o trabalho por
unidade de carga deslocada) tem o nome de forca eletromotriz da fonte (f.e.m.). Este nome é
tradicional. Ele se relaciona, sem duvida, ndo com uma forgca, mas com o trabalho necessario para o
deslocamento de uma unidade de carga entre os polos de uma dada fonte de corrente.

Para que a fonte de f.e.m. realize trabalho sobre um portador de cargas, deve haver uma
conversdo de energia no interior da fonte. Numa bateria, por exemplo, a energia quimica, é
transformada em energia elétrica. Considera-se, pois, uma f.e.m. como um dispositivo no qual a
energia quimica, mecanica ou de outra natureza qualquer, é transformada em energia elétrica.

A f.e.m. da fonte é definida por

&= (6.19)

W
q
e coincide com a diferenca de potencial entre os terminais da fonte ndo ligada no circuito. A unidade
de medida da f.e.m., entdo, coincide com a unidade de diferenca de potencial, que no sistema Sl é o

volt.

Nos circuitos elétricos, a f.e.m. é designada pelo simbolo convencional seguinte:
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(S e
ou
o 1 o o—-IMN-I—o
= - +

A seta dirigida, desde o potencial negativo para o positivo, dentro da fonte, indica o sentido de
movimento dos portadores de carga positiva, sob a acdo desta fonte se esta atuasse sozinha. A

resisténcia r, € denominada resisténcia interna da f.e.m..

Consideremos, por exemplo, a aplicagdo de uma diferenca de potencial variavel V entre os
extremos de um fio de cobre, que tem 50 metros de comprimento. Suponhamos que, para cada valor de
V, medimos o valor correspondente da corrente |, representando os resultados num gréafico (Figura
6.3a).

A linha reta, obtida experimentalmente, significa que a diferenca de potencial e a corrente séo
diretamente proporcionais, isto é, V=R | , onde R é o coeficiente de proporcionalidade que caracteriza
0 condutor e chama-se resisténcia. O mesmo, podemos dizer em outras palavras: a resisténcia de um

condutor ndo depende da diferenca de potencial e da corrente elétrica, isto é,
R= \Ii =const. (6.20)

Este importante resultado, valido para os condutores metalicos, € conhecido pelo nome de Lei de Ohm.
Estamos supondo também que a temperatura permaneca, essencialmente, constante durante todas as
medidas que sdo efetuadas. Os condutores que obedecem a lei de Ohm sdo chamados de condutores
ohmicos ou lineares.

Muitos condutores ndo obedecem a lei de Ohm. A Figura 6.3b, por exemplo, mostra o grafico
I =f (V) para uma valvula. Como o grafico ndo € uma reta, a resisténcia, neste caso, depende da
diferenca de potencial. Contudo, a corrente nesse dispositivo serd praticamente nula se invertermos a
polaridade da diferenca de potencial aplicada. Para os condutores metalicos, a corrente troca de sentido

quando a diferenca de potencial € invertida, mas sua intensidade permanece a mesma.
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a) | b)

4 4

Vv V

Figura 6.3

Os condutores que possuem resisténcia sdo chamados, também, resistores. Os simbolos

convencionais dos resistores sao:

R ou R

o— o  o—AWW—o

Para um circuito fechado, composto por uma f.e.m. € com uma resisténcia interna r, e

resistor externo R (Figura 6.4) a lei de Ohm é representada na forma

(R+I’0):|£

ou

&

| =
R+’

(6.21)

onde (R + ry) é a resisténcia total do circuito, | € a corrente que circula neste circuito fechado.

Expressando de (6.20) a corrente | e substituindo em (6.21), obtemos a diferenca de potencial

V_ ¢
R R+,
ou
R
V= £ (6.22)
R+r,

76



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

Figura 6.4

Se a resisténcia interna da fonte de f.e.m. é desprezivel ou a resisténcia do circuito externo é

muito grande, r; << R ,entdo,

V=~ €, (6.23)

isto é, a diferenca de potencial nos polos do circuito e a f.e.m. da fonte, neste caso, coincidem.
Da formula (6.20) conclui-se que a unidade de resisténcia é a de um condutor pelo qual passa

uma corrente de 1 ampeére, sendo de 1 volt a diferenca de potencial nos seus terminais. Esta unidade
chama-se ohm (£2). S&o usados com frequéncia, também, 1 k Q (1 k Q = 10°Q) e 1 MQ (1 MQ = 10°
Q).

Foi obtido experimentalmente, que a resisténcia de um condutor é diretamente proporcional

ao seu comprimento e inversamente proporcional a area S da sua seccao transversal:

R=p—. 6.24
P (6.24)

Se | e S sdo iguais & unidade, entéo, a resisténcia desse condutor € igual a p. Por isso, o é chamado

de resisténcia especifica ou resistividade. No sistema Sl, esta € a resisténcia de um condutor cujo
comprimento € de 1 m e a &rea da secc¢do transversal é de 1 m? , ou seja, um condutor em forma de

cubo, cuja aresta € 1m. Naturalmente que na pratica isto ndo é comodo, por isso o é definido mais

frequentemente como a resisténcia de um fio de 1 m de comprimento e area transversal de 1 mm2. Na
solucdo de problemas e nos calculos tedricos € preciso saber em que unidade esta grandeza é dada e
converté-la em unidade do sistema Sl, se necessario for. A unidade de resisténcia R é o ohm (simbolo

Q). Da expressédo (6.24), obtemos a dimenséo de p no sistema Sl:

Ohm .m?
bl==20

=0Ohm.m,
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A resistividade dos diferentes matérias varia muito, desde a pequena resistividade dos bons
condutores, quando p é da ordem de 10® , por exemplo, a resistividade da prata é 1,64.10° Q.m,
passando pela resistividade dos semicondutores, que é bem maior (a resistividade do carbono é 4.10,
a do germanio é 47.10 Q.m) até a grande resistividade dos isolantes, da ordem de 10* e 10'?, sendo a
da mica de 5.10" e a do vidro 10" Q.m.

A grandeza inversa de o, chamada de condutividade de uma substancia, € simbolizada pela

letra o e mede-se em ( Q.m )™’. A dependéncia entre a resisténcia especifica e a temperatura t na

escala Celsius foi estabelecida experimentalmente, e é dada pela seguinte expressao.
p=plltalt-t) ], (6.25)

onde p, e a resistividade a 0°C, a. é o valor médio do coeficiente de temperatura de resistividade no
intervalo de temperatura At =t —t,.

Se as relacOes obtidas forem utilizadas para a densidade de corrente, entdo encontramos o

vinculo desta grandeza com a intensidade do campo. Com isso vamos ter em vista a superficie

elementar normal a E, através da qual passa a corrente | na direcdo do campo E:

. Y,
1S =— (6.26)

ou

(6.27)

LV : : : = . D= .
A relacéo T determina a intensidade do campo E. Como 0s sentidos de j e E coincidem, a ultima

relacdo é expressa na forma vetorial por:

(6.28)

~
Il
Q
i

e chama-se lei de Ohm na forma diferencial, também conhecida como forma local da lei de Ohm. A lei
de Ohm, representada pela expressdo (6.21), foi publicada em 1827 pelo fisico alemdo Georg Simon
Ohm (1789-1854). Entretanto, inicialmente, ela foi ignorada pelos pesquisadores da época. S6 depois
de alguns anos, o seu trabalho passou a ser valorizado e obteve o reconhecimento da comunidade

cientifica.
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CAPITULO 7
CIRCUITOS ELETRICOS COMPLEXOS. REGRAS DE KIRCHHOFF

Vejamos as associacdes de resistores em série (Figura 7.1) e em paralelo (Figura 7.2).

A R R, R, .
—— " +{ }—---
V, V, V,
I
Figura 7.1

Seja criada a diferenca de potencial (tensdo) V entre os pontos A e B . Para a associacdo em série de

resistores R,,R,,---,R  adiferenca de potencial V é igual a soma das tensdes em todas as resisténcias:

V=V+V,+--+V, . (7.1)

A corrente | que passa pelo circuito € a mesma em cada um de seus ramos.

De acordo com a lei de Ohm, temos:

V,=IR; V,=IR; V,=IR.. (7.2)
Para todo o circuito

V=IR. (7.3)
Consequentemente,

IR=IR +IR, +--+IR (7.4)

de onde segue que a resisténcia total do circuito com associacdo em série é igual a soma das

resisténcias de todos os ramos do mesmo:
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R=YR.. (7.5)

Notemos que da relagéo (7.2), temos:

Vl _ V2 _ _ Vn
Rl - RZ - - I:Qn . (76)
ou
L =_Letc,
2 2

Figura 7.2

Para uma associacdo em paralelo de resistores, (Figura 7.2) a resisténcia total do circuito (entre

0s pontos A e B) é determinada com base na propriedade de que a queda de tensdo V é a mesma para
cada ramo (¢ a diferenca de potencial entre A e B). Daqui, segue a seguinte formula:

V=R =R =-=IR,. (7.7)

A soma total da corrente, por definicdo, é igual a soma das correntes que passam por todos 0s

ramos
1=>1,
i=1
onde
\Y
| =—. 7.8
=R (7.8)
A lei de Ohm, aplicada ao sistema de resistores em paralelo, tem a forma :
RI=V, (7.9)

onde R é a procurada resisténcia do sistema.

80



Ivanor Nunes de Oliveira, José Louren¢o Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

De (7.9) e (7.8), obtemos:

RV_V v 1
IR (7.10)
! R TR
Desta maneira,
R= 1
7+ +. +7
1 2 n
ou
1 1 1 1
—=—t— -t —, (7.11)
R R R, R,

Como consequéncia do resultado que acabamos de obter, de (7.7), encontramos:

:—z = I;—j etc, (7.12)
isto é, as correntes nos ramos (elementos) do circuito sdo inversamente proporcionais as resisténcias
destes elementos. Essa propriedade da associacdo de condutores em paralelo € utilizada para a ligacao

dos shunts, que permitem obter a parte interessada da corrente total numa ramificagdo do esquema.
Mais complexo e muito importante na pratica é o caso dos circuitos elétricos combinados,
constituidos de fontes de forca eletromotriz (f.e.m.) e resisténcias. Para o céalculo de parametros do
circuito, quando as correntes sdo conhecidas, &€ comodo utilizar as regras de Kirchhoff, devidas a
Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887). Essas regras sdo consequéncias da lei da conservacdo da carga
e da lei de Ohm. Em ultima analise, a segunda regra de Kirchhoff é consequéncia da lei da
conservacdo da energia. E por isso que elas, em geral, ndo sdo chamadas de leis de Kirchhoff, mas
simplesmente de regras de Kirchhoff. Entretanto, muitos autores as denominam de leis de Kirchhoff. E

que, na fisica, a diferenca entre uma lei e uma regra as vezes ndo € muito rigida.
7.1 PRIMEIRA REGRA DE KIRCHHOFF

A soma das correntes que entram (positivas) e que saem (negativas), em cada né do circuito, é

igual a zero (Figura 0.3).
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Figura 0.3

2. 1i=0. (7.13)

Esté claro que a lei da conservacdo das cargas é aplicavel aos nds de qualquer circuito elétrico (a carga

que entra é igual a que sai).

7.2 SEGUNDA REGRA DE KIRCHHOFF

Para qualquer malha de um circuito ramificado, a soma algébrica das quedas de tensdo

(V. =1, R,) nos elementos dessa malha é igual & soma algébrica das f.e.m. na mesma malha (Figura

7.4):
Zli R :ng . (7.14)
i k
Esta regra é a generalizacdo da lei de Ohm para os circuitos ramificados.

R, 5 l R,

— T
—r h =
I I I,
R3 §;} R_: 83
e —
I3 | Ly

Figura 7.4

Examinemos um dos elementos do circuito com dada resisténcia R e uma f.e.m. € (Figura 7.5).

Figura 7.5
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Vamos manter os potenciais ¢, € ¢, nos terminais deste elemento, entao, de acordo com a lei de

Ohm, temos:

IR = ¢, — ¢, + €. (7.15)

Consideremos um contorno fechado, que representa uma parte de um circuito complexo (Figura
7.6).

Figura 7.6

A influéncia daqueles elementos do circuito, com os quais esta ligado o contorno, consiste em que nos

nds séo mantidos os potenciais ¢,, @, e ¢, . Para cada elemento, vamos escrever a relagéo (7.15)

LR =0,—0,+¢
LR, =0, —ps+¢, (7.16)
I;R; =0, — ¢, + &5

Somemos todas estas igualdades. Os potenciais, com isso, anulam-se, mutuamente, e obtemos a

segunda regra de Kirchhoff:
dYLR=>¢. (7.17)
i k

Assim, é indiferente se dentro da malha existem outros elementos, por exemplo, a resisténcia e a
f.e.m. pontilhada na Figura 7.6. Ao somar as equagdes do tipo (7.17) os potenciais nos nos se eliminam
da soma final. Na solugdo de problemas com o uso das regras de Kirchhoff, & preciso prestar atencéo

nos sinais das correntes. Geralmente, toma-se o0 sentido da corrente num circuito fechado como
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positivo no sentido horario e negativo no sentido contrario. Se na resposta obtém-se um valor negativo
da corrente, para certo ramo do circuito, isto significa que ela passa no sentido anti-horério
(naturalmente, se esta foi tomada como positiva, como ponto de partida para as equagdes do tipo
(7.14)).

A f.e.m. é considerada positiva quando o seu sentido coincide com o sentido horario e, negativa,
em caso contrério. O sentido da f.e.m. é do terminal negativo para o positivo.

VVamos examinar o esquema representando na Figura 7.7, tomado como exemplo.

Sdo dadas R; ,R; e R;, e também €, e €,. As correntes [, I, e I3 podem ser
encontradas.VVamos considerar todas elas como positivas para o contorno ABD, entdo, no contorno

BCD, a corrente I3 € negativa.

Figura 7.7

Obtemos o sistema de equacdes:

LR + 1R, =—¢

I,R, - 1;R; = ¢,

(segunda regra de Kirchhoff para dois contornos (7.17)) e também

L=0L+]1,
(primeira regra de Kirchhoff para o ponto B (ou ponto D)). Desta forma, para encontrar trés
incdgnitas, temos trés equagoes.

Mencionemos uma variante de calculo de esquemas complexos, o chamado método dos
potenciais nodais. A sua utilizagdo numa série de casos quando, por exemplo, exige-se determinar a
queda de tensdo (diferenca de potencial) num dos ramos de um circuito, torna-se bastante razoavel.
Seja dado, por exemplo, 0 esquema representado na Figura 7.8. Aos pontos A e B é aplicada a

diferenca de potencial V. Sdo dados os valores das resisténcias R1, Rz, Rs, Rs, € Rs . E preciso encontrar
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o valor de Is , ou 0 que € o mesmo, o valor da diferenca de potencial ¢, —¢,, assim como

P, — @3

|
° R
Para utilizar o método dos potenciais nodais, associamos a cada né um potencial determinado

pelas condigdes do problema. No ponto A o potencial € igual a ¢, entdo, no ponto B o potencial €

igual a 0. Nos pontos C e D os potenciais serdo, correspondentemente, ¢, € @,.

Entéo,
|1:¢_¢2’|2:¢2_0:&’|3:(p_(p3’ |4:¢3_0’ |5:(p2_¢3. (718)
R, R, R, R, R, R,
(p‘l R2
s | —
¢ %
lsl Rs q)=0 B
Ly
D —
9, R
2 R,
V
Figura 7.8
Pela primeira regra de Kirchhoff, temos:
11 = 12 + 15,
(7.19)

14_ = 13 +15

Este sistema de sete equacGes permite encontrar as 5 correntes e 2 potenciais. Para encontrar, por

exemplo, ¢, € ¢, substituimos nas equacdes (7.19) os valores das correntes de (7.18)

P=P _ P PP
R, R, Rs

(7.20)

&:¢_¢3+¢2_¢3 _
R, R, R,
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O sistema obtido, constituido de duas equagdes, tem duas incognitas, ¢, € @,, ou seja, 0 problema

reduz-se a forma algébrica simples. As equacBes (7.18) e (7.19) permitem também determinar a

resisténcia total do circuito representado na Figura 7.9. Para isso, € preciso conhecer a corrente total

que passa pelo circuito, ou seja, I, + 1, (ou a igual a esta, que é I, +1,) e a tenséo V. Entéo,

(7.21)

Substituindo em (7.21) as correntes |, e I3 de (7.18), obtemos a resisténcia total do circuito através das

resisténcias R1, Rs e da diferenca de potencial nestes elementos V, =p—¢, e V, =¢p+¢;,
_ RRYV
TRV, +R,V,

Nos circuitos elétricos, encontramos associacfes em série e em paralelo (e suas combinagoes)
ndo somente de condutores, mas de fontes de f.e.m. Associaces em série de f.e.m. ttm a f.e.m. igual &
soma das f.e.m. de todas as fontes, pois o trabalho em todo o ramo € igual a soma dos trabalhos em
cada parte deste e a f.e.m. é o trabalho para a deslocacdo de uma carga unitaria entre os pélos da fonte.
Vejamos uma associacdo de fontes em paralelo. Qual é a f.e.m. e a resisténcia interna de duas fontes
com f.e.m. dadas €; e €, e resisténcias internas r, e ry, se a associacdo € feita de acordo com o

esquema da Figura 7.9.

€y,
1
L)
o—4—
—_— . —
A Ealr B
|}
(S
Figura 7.9

A f.e.m. que produz a corrente no circuito, a diferenca de potencial nos pontos A e B, seré igual a

diferenca de f.e.m. das fontes. Consequentemente, pelo circuito AB passa a corrente lo, grandeza que é

determinada pela diferenca de potencial e pela resisténcia I, + 1, :

& =&
l,=—1—2 (7.22)

Se no circuito for ligada a resisténcia R (Figura 7.10), entdo, utilizando a regra de Kirchhoff, para o
ponto A e as malhas ADBA e ACBA, obtemos as equacdes:
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' B

Figura 7.10

=1, +1,,

IR+1,1, =¢,,

IR+1,1=¢,

onde | é a corrente que passa pela resisténcia R. Das equagbes (7.23) encontramos o valor desta

corrente:

| = gh+é&l
Rr+Rr+nr,’

Ao escrever esta relacdo na seguinte forma

eghL+é&n
n+r €

| =
h+0

encontramos a f.e.m. e a resisténcia interna ro do sistema:

g h+te, 0
g=127%n
n+r,

Sery=r,e & =&, ,temostemosE=E;, =E&, e

n r

Fr,.=—=-—.
° 2 2
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Generalizando para n elementos, concluimos que a resisténcia interna de uma bateria de n fontes
idénticas ligadas em paralelo € n vezes menor que a resisténcia interna de uma delas e a f.e.m. da

bateria é igual a f.e.m. de uma fonte isolada.
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CAPITULO 8

LEI DE JOULE-LENZ. RENDIMENTO DE UMA FONTE DE CORRENTE. NATUREZA
ELETRONICA DA CONDUTIVIDADE DOS METAIS

Examinemos a acdo térmica da corrente. O movimento das cargas nos condutores de corrente
sob a acdo de uma diferenca de potencial V € conjugado com a superacdo da resisténcia dos
condutores: os portadores de cargas em movimento chocam-se com as particulas do condutor
transmitindo a estas suas energias cinéticas adquiridas no campo elétrico, aumentando assim a energia
do movimento térmico.

O trabalho realizado pelo campo, para o deslocamento da carga dg, de um ponto do condutor a

outro, entre os quais a diferenca de potencial é V, é definido pela relacéo:

dW =V dq. (8.1)

Vamos substituir, nesta igualdade, a grandeza V expressa pela lei de Ohm:
V =RI. (8.2)

a grandeza dq = | dt.

Entao,

dW =R11dt=RI1%dt.

Daqui obtemos o valor do trabalho W realizado pela corrente, que € igual a energia térmica Q
adquirida pelo condutor:

W:jRIZdt.
0

Para a corrente continua, temos:

W =Q=RI’t. (8.3)
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Esta relacdo € conhecida na fisica como lei de Joule-Lenz. Ela foi estabelecida, independentemente,
por James Prescott Joule (1818-1889) e por Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804-1865).

De (8.3) pode ser encontrada a poténcia da corrente:

P:%:RV. (8.4)

A Ultima relagdo pode ser escrita de varias formas, dependendo do pardmetro por meio do qual é

preciso expressar a poténcia:
P=RI?=VI="—. (8.5)
R

Vamos introduzir o conceito de poténcia especifica, ou seja, a poténcia por unidade de volume

do condutor (v):

P
p=1
\Y

V2
=—. 8.6
v (8.6)

Vamos expressar R através da condutividade especifica (ou condutividade) o :

| 1
R=p—=—:; v=Sl,p=—, = = : 8.7
PS="s p= p (8.7)

£V . : -
A razéo T por definicéo, é a intensidade do campo E, consequentemente,

p=oE? ou p=pij’. (8.8)

Esta relagéo tem o nome de lei de Joule-Lenz na forma diferencial ou forma local.

As formulas (8.3) e (8.8) permitem fazer a avaliagdo quantitativa da agdo térmica da corrente. A fonte
de f.e.m. ligada ao consumidor de corrente, perde energia que se desprende nos condutores do
consumidor de corrente na forma de calor. Contudo, a corrente num circuito elétrico circula somente
no caso do circuito ser fechado, ou seja, quando a prépria fonte com sua resisténcia interna é um dos
elementos do circuito. Vamos encontrar a relacdo entre a poténcia total perdida pela fonte, cuja f.e.m. é

€, tendo em conta a sua resisténcia interna r, e a poténcia desprendida na resisténcia de carga. Vamos

simbolizar por P, a poténcia total desprendida pela fonte:
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P=¢l. (8.9)
A poténcia desprendida na resisténcia de carga simbolizemos por Pg:
P,=VI. (8.10)
A razéo % tem o nome de rendimento da fonte de corrente (simbolo 77).
t
De (8.9) e (8.10) segue que
g
A relacéo entre € e V ja é conhecida (ver formula (7.3)):
R
V=¢ _ (8.12)
I, +R
daqui, segue
R
= 8.13
i rL+R ®13)

Agora, vamos encontrar a condi¢cdo de maximo da grandeza P;, ou seja, vamos determinar qual
é arelacdo entre R er, para que a poténcia na resisténcia de carga seja maxima, sendo que r, é dada.
VVamos encontrar a condi¢do de maximo da expressao:
R &R

P.=VI= | = 8.14
7 ‘TR (L+R)L1R) (8.14)

Para isto, vamos igualar a zero a derivada da expressao (8.14) em relagéo a R:

d R
Gl " 19 8.15
dR(‘f <ro+R>2] ’ (619

ou
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1 2R

— =0,
(L +R) (p+R)
ou seja;
1- 2R =0.
rL+R
A relacdo procurada tem a forma:
rn=R, (8.16)

isto €; a poténcia desprendida na resisténcia de carga é maxima se a resisténcia R € igual a resisténcia
interna da fonte, aqui representada por r,. Quando se cumpre esta condigdo tem-se o que se chama
concordancia de resisténcia.

Notemos que a condicdo R = r, define a possibilidade de obter-se de uma dada fonte a poténcia
méaxima. Contudo, neste caso, o rendimento é igual a 0,5, isto é; a mesma poténcia é gasta na fonte.

O rendimento maximo tem valor proximo a unidade como se conclui da férmula (8.13), quando
R > 1y, por isso, na pratica, tende-se fazer com que a resisténcia interna da fonte seja 0 quanto menor
possivel.

As leis da corrente elétrica analisadas por nds podem ser explicadas no &mbito da teoria classica
dos gases ideais. Esta teoria descreve, aproximadamente, o fenbmeno da condutividade elétrica, da
acdo térmica da corrente e estabelece a ligacdo entre a condutividade elétrica e e a condutividade
térmica dos metais.

Ela parte da proposicdo de que se aplica as leis da fisica molecular aos elétrons livres do
condutor de corrente. Os metais estdo incluidos neste tipo de condutores..

Os elétrons do metal em movimento livre e cadtico, de acordo com as concep¢des desta teoria,
formam o chamado “gés eletrénico”.

A confirmacdo experimental da origem eletrénica da condutibilidade metélica encontramos nas
experiéncias de Riecke (1901). Ele deixou passar durante um intervalo longo de tempo (cerca de 1
ano) uma corrente através de um circuito composto de diferentes metais. Uma pesagem exata mostrou
que o peso de cada condutor metalico utilizado na experiéncia foi conservado, ou seja, com a
passagem da corrente nao houve transformacéo de particulas ponderaveis da substancia.

As experiéncias mais convincentes que estabeleceram a natureza eletronica da corrente foram as
experiéncias de Tolman e Stewart, realizadas em 1916. Estes pesquisadores puseram em rotagéo rapida
um solenoide cujo fio tinha um comprimento de 500m, alcancando a velocidade linear das espiras de
cerca de 300m/s. Depois de uma frenagem brusca, as particulas carregadas do metal continuaram em

movimento por inércia. Surgia uma corrente. Com o auxilio de um galvandémetro balistico pode-se
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medir a carga que passava pelo circuito durante o tempo de frenagem e encontrar a razéo entre a carga

e . . :
e a massa o Examinemos este processo num exemplo mais simples do movimento e da frenagem de

um bloco metalico (Figura 8.1). Durante 0 movimento do bloco com velocidade v, , juntamente com

este, as particulas livres carregadas movem-se com mesma velocidade (além disso, naturalmente, elas
participam no movimento térmico). Com a frenagem brusca, estas particulas continuam em
movimento. Num sistema de coordenadas ligado ao bloco, as particulas entram em movimento

ordenado retardado com aceleracéo a (a aceleracao é negativa).

- L R
Figura 8.1

A aceleracdo das particulas pode ser produzida pela forca elétrica eE (produto da carga pela
intensidade do campo).

Qual é a intensidade do campo necessaria para isto? O retardamento mecénico é criado, de
acordo com a 2’ lei de Newton, pela forca:
F=-ma. (8.17)

Esta grandeza deve ser igual a forca elétrica necessaria para produzir o mesmo retardamento:

eE =-ma. (8.18)

Vamos exprimir a intensidade do campo E por meio da diferenca de potencial aplicada a um

bloco de comprimento L:

E=Y (8.19)
L
De (8.18) e (8.19), obtemos:
y-_mak (8.20)
€

Vamos relacionar esta diferenca de potencial com a corrente que passara pelo bloco (lei de
Ohm):
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=Y _-mal (8.21)
R Re
Durante o tempo dt, através da seccdo do bloco passara a carga :
malL
dg=Idt=———dt. 8.22
q s (8.22)

Como a.dt é a variagéo da velocidade, vamos fazer a substituicao:

a.dt=dv.

Entdo, a carga que passou pelo bloco, durante o tempo de frenagem, expressa-se pela integral:

g=-[PE g1 L% (8.23)

: e e
Medindo-se g, Vv, , conhecendo L e R, pode-se encontrar o valor procurado - (carga especifica).

Ao concluirmos que os elétrons sdo os portadores da corrente nos metais, vamos aplicar a eles as
relacBes estatisticas introduzidas para as moléculas de um gés, no curso de Fisica molecular.

Antes de tudo, calculemos o valor médio da velocidade do movimento térmico das particulas do

G [8KT (8.24)
mr

J
onde k=1,38.10‘23E(constante de Boltzmann), m=971.10"kg(massa do elétron). Para a

gas eletronico:

temperatura absoluta, T = 300K (4+27°C), por exemplo, temos:

5
g=om (8.25)
S

Comparemos esta velocidade com a velocidade do movimento ordenado destas particulas sob a
acdo do campo elétrico, ou seja, com a velocidade que determina a densidade de corrente, de acordo
com a férmula (7.3). Simbolizando esta velocidade por v, temos:
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j=nev. (8.26)

Qual é a densidade méaxima da corrente j, .. nos metais?

A experiéncia mostra que 0s metais podem suportar uma densidade de corrente, cujo valor €é de

. 10" A : . «
aproximadamente >—, valores superiores a este causam a desintegracdo do metal.
m

Consequentemente,

H 7
v = Jnax _10°

max ' (827)
ne ne

Vamos considerar o nimero de elétrons por unidade de volume igual a quantidade de moléculas
(&tomos) da substancia. Esta grandeza pode ser expressa por meio do nimero de Avogadro N,, da

massa molar u e da densidade d:

n=—4d. (8.28)

Como exemplo, vamos tomar certos valores médios de u e d, caracteristicos para 0s metais:

K
y~102%; d ~1o4m—%. (8.29)

Substituindo estes valores com N, =6,02.10°°k mol™, encontramos:
n~10%m=, (8.30)
A carga do elétron é igual a 1,6.10°C , consequentemente,

10’ Lm
Vméx = W ~10 2 ? (831)

: _— m . _
Comparando v, ,, com o valor da velocidade térmica u ~ 105?, vemos que a velocidade térmica

cadtica das particulas do gas eletronico é 10” vezes maior que a velocidade do seus movimentos
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ordenados. Consequentemente, nos calculos da energia cinética destas particulas (elétrons), a
velocidade dos seus movimentos ordenados pode ser desprezada. Logo, sua energia cinética é

determinada pela formula:

g -mu (8.32)
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CAPITULO 9
TEORIA CLASSICA DA CONDUTIVIDADE ELETRICA DOS METAIS

Vamos aplicar as conclusdes da teoria cinética dos gases ao “gas eletrbnico” nos metais e obter
as leis da corrente elétrica, que nos ja formulamos anteriormene.

Com o movimento, sob a acdo do campo E, os elétrons do metal sofrem colisGes.
Diferentemente dos gases, com suas moléculas colidindo entre si, aqui essas colisdes ocorrem entre 0s
elétrons e os atomos da rede cristalina. Vamos introduzir o tempo entre as colisdes t e definimo-lo
como a razdo entre o comprimento do caminho livre percorrido A e a velocidade média do movimento

térmico u:

. ©.1)

O carater aproximado desta relacdo consiste no fato de que nds ndo consideramos a distribuicdo das
particulas segundo as velocidades e ndo levamos em conta a velocidade do movimento ordenado (ela é
107 vezes menor que a velocidade térmica).

Sob a acdo do campo E os elétrons adquirem uma aceleracédo a:

a=—. (9.2)

Antes da colisdo, cada elétron atinge a velocidade maxima do movimento ordenado, cujo valor

médio define-se pela igualdade:

\_/méx —ar, (9.3)
ou
Voix = S5 7 9.4)
m

Substituindo 7 da relagédo (9.1), encontramos:
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méxz——/l- .
v o (9.5)

Conhecendo Vmax, determinemos a velocidade média do movimento ordenado como a metade da

velocidade méxima:

(9.6)

Substituindo este valor na expressdo para a densidade de corrente j (ver formula (7.3)), encontramos:

- ne*a

j=nev= 2maE. 9.7

Comparando esta expressdo com a expressdo da lei de Ohm na forma diferencial, verificamos as suas

identidades:

j:aE:[”e”JE. ©9)

2mu

Desta forma, ndo somente obtemos a relacdo que liga j e E, mas determinamos a condutividade

elétrica o :

2
o= ana . (9.9)

Voltemos agora para a lei de Joule-Lenz e tentemos chegar ao seu contetdo fisico, com base nas
concepcdes da teoria cinética do movimento ordenado da particula (elétron) antes da colisdo, isto é;

naquele instante quando ela adquiriu a velocidade maxima do movimento ordenado:

UO _ M Vmax . (9.10)

Substituindo Vmax de (9.5), obtemos:
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2 12 2 12
pe-MmeAd g2 €4 o (9.11)
2 m?u? 2mu?

Encontremos a energia cinética das particulas por unidade de volume:

U, =nu. 9.12)

Por unidade de tempo, como resultado das colisdes, a energia cinética do movimento ordenado passa &

energia do movimento térmico, na seguinte quantidade:

C.

p.=—%, (9.13)

onde 7 é o tempo entre 0s choques,

c >

(9.14)

Substituindo em (9.13) esse valor de 7 e considerando as formulas (9.11) e (9.12), encontramos:

2
IC)C:n_uU.:neﬂ.

. ZE’. (9.15)
A 2mu

A relacdo obtida € a expressdo da lei de Joule-Lenz na forma diferencial e coincide com a formula

(9.8), ja obtida no capitulo anterior:
p=cE?. (9.16)

Diferentemente dessa férmula, a férmula (9.15) nos permite encontrar o valor da condutividade
especifica de um metal, da mesma forma que podiamos fazer isso antes ao obter a expressdo da lei de
Ohm.

A comparagdo das formulas (9.9) e (9.15) mostra que, em ambos 0s casos, 0 valor de o é

expresso da mesma forma, por meio do nimero de particulas por unidade de volume n, da carga e, da

distancia percorrida livremente A, da massa m e da velocidade média do movimento térmico U :
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_ne‘a
2mu

o (9.17)

Voltemos agora a questdo de como estdo relacionados entre si a condutividade elétrica e a
condutividade térmica dos metais. Os fisicos alemdes Gustav Wiedemann (1826-1898) e Rudolf Franz
(1826-1902), em 1853, com base na generalizagdo dos experimentos praticos relativos a esse
problema, formularam a chamada lei de Wiedemann-Franz: a razdo do coeficiente de condutividade

termica y pela condutividade elétrica especifica o, para todos os metais, € aproximadamente a mesma

e varia proporcionalmente com a temperatura absoluta.

Notemos que Wiedemann e Franz obtiveram esta lei por métodos experimentais; para 0s metais,
ela descreve, apenas aproximadamente, a relacdo entre y e o.

Para alguns metais (berilio, manganés) ela ndo se cumpre de forma alguma.

Para as baixas temperaturas, o desvio dessa lei é consideravelmente grande. Isso acentua a
limitacdo das concepcOes classicas sobre os processos fisicos nos metais. Contudo, essas concepcdes
permitem deduzir a lei de Wiedemann-Franz, analogamente aquela que foi feita para as leis de Ohm e
Joule-Lenz.

Nos cursos de fisica molecular, podemos obter a seguinte expressdo para o coeficiente de

conducéo de calor:

Z=%nmﬁ/1 c, . (9.18)

Nesta expressdo entra a capacidade térmica especifica (c,) a volume constante. Para um gas

monoatémico (elétrons de um metal), essa capacidade térmica é definida pela constante universal dos

gases R e pela massa molar u:

c,-3R (9.19)
2 p
Substituindo R=kN,, obtemos:
c, = 3kMNa (9.20)
2 u

Notemos que a grandeza Ni é igual & massa da particula, temos:

A
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C, = E h , (9.21)
2m

entéo,

1 -.3k 1. -
=—nmuiA——==knuA. 9.22
=3 om 2 (9.22)

Tomemos a razdo de y por o (o é expresso pela formula (9.17)):

1 - _
¥ Enku}t K mu?
—= 21 o2 (9.23)
(o2 nez _
2mu

Utilizemos a relacdo fundamental da teoria cinética dos gases (para 0 gds monoatdmico, isto €

gas cujas particulas possuem trés graus de liberdade):

2
mu”_ 3yt (9.24)
2 2

onde k é a constante de Boltzmann, T a temperatura absoluta.

Consequentemente,

2 2
Z 3T a(¥). (0.25)
o

0 que é a expressdo matematica da lei de Wiedemann-Franz.
Este resultado, com base na teoria cinética dos gases, foi obtido por Paul Drude (1863-1906),

em seu modelo proposto, para descrever as propriedades térmicas, elétricas e opticas dos metais. O

- k% , . : N .
coeficiente 36—2 é chamado de nimero de Lorenz, em homenagem ao fisico dinamarqués Ludvig
Valentin Lorenz (1826-1891). Este coeficiente é usualmente representado por L. Potanto, podemos
escrever a lei de Wiedemann-Franz na forma: f =LT.

Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld (1868-1951), utilizando métodos mais refinados, com

. Ay n . 2 g2 ) ]
base em uma analise quantica do fenémeno de condutividade, encontrou L = %e—z =2,44.10° WOK

2 enquanto L obtido pelo procedimento classico de Drude é um pouco menor: L = 2,23.10® WQK™.
A andlise das expressGes obtidas para as caracteristicas dos metais mostra a limitacdo das
concepcOes aceitas como base das suas dedugdes.

Voltemos nossa atencdo para a formula da condutividade:
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_nea
2mu

o (9.26)
Nessa formula entra a velocidade média do movimento térmico #. Dos cursos de fisica molecular,
mais precisamente da teoria cinética dos gases, sabemos que ela é proporcional a raiz quadrada da

temperatura absoluta:

i =+T. (9.27)
Consequentemente,
1
o~ 7, (9.28)

ou seja; a resisténcia do condutor o deve ser proporcional a v'T. Na realidade, como mostra a

experiéncia, a resisténcia de um condutor é proporcional a T (ver formula (7.25)). A segunda
dificuldade da teoria consiste da explicacdo do seguinte fato: de acordo com a concepcdo do “gas
eletrbnico”, nos metais, a sua capacidade térmica deve ser de 1,5 vezes maior que a capacidade térmica
dos ndo-metais. Na realidade, a energia térmica média do elétron, de acordo com a concepcéo

analisada, é expressa pela grandeza

Ua =—KT . (9.29)
A energia de um quilo-atomo é:
— 3
U =NAEkT=—RT_ (9.30)

Daqui, obtém-se a capacidade térmica do “gas eletrénico” , fazendo a derivada desta Ultima expressdo

pelo tempo, encontramos

au _3 R, (9.31)
dT 2

ou seja, ele é igual a capacidade térmica de um gas ideal.
Nos cursos da fisica molecular estabelece-se que a capacidade térmica de um corpo sélido,
representado por uma rede cristalina, mono-molecular, é igual a 3R. Daqui, segue a conclusdo de que a

capacidade térmica dos metais é definida pela grandeza:
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3
(3+§J R, (9.32)

isto é; realmente 1,5 vezes maior que a capacidade térmica dos ndo-metais. Na realidade isso nédo
ocorre.

A lei de Dulong e Petit, como se sabe, estabelece que a capacidade térmica 3R caracteriza um
corpo solido de estrutura cristalina. Consequentemente, a concepgdo do “gés eletrdnico” (associando
aos elétrons livres de um metal as propriedades das particulas de um gas ideal) na aplicacdo para o
calculo da capacidade térmica ndo é confirmada pelos experimentos: os elétrons ndao tomam uma
participacdo na absorcdo de calor como fazem as particulas de um gas ou a rede cristalina.

A explicacdo dessas importantes diferencas é dada na teoria quantica dos metais. Ela leva em
conta a distribuicdo dos elétrons pelos niveis eletrdnicos e mostra que 0 movimento térmico influi
apenas no valor da energia cinética com uma pequena parte dos elétrons, que entram na estrutura

cristalina.
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CAPITULO 10
CAMPO MAGNETICO DA CORRENTE ELETRICA

O fisico e quimico dinamarqués Hans Christian Oersted (1777-1851) em 1820 era professor na
Universidade de Copenhagen. Fazia alguns anos que ele ja vinha estudando a relacdo entre
magnetismo e eletricidade. Oersted, que tinha alguma simpatia pela Naturphilosophie dos filésofos
romanticos alemées e sofreu influéncia da filosofia de Kant, acreditava sobretudo na unidade da
natureza. Ele esperava que deveria existir alguma relacdo profunda entre magnetismo e eletricidade,
mas essa relacdo ainda ndo havia sido detectada. Durante uma aula de eletricidade, galvanismo e
magnetismo na primavera daquele ano, ele obserseu que uma bussola colocada paralela a um circuito
de corrente continua havia se desviado de sua diregdo norte-sul. Experimentos desse tipo foram
repetidos por Oersted e, inclusive, ele constatou que a orientacdo do desvio da bussola era alterada,
caso a corrente passasse a ter um sentido contrario. Em 21 de julho do mesmo ano ele publicava um
artigo contendo os resultados de seus experimentos, que indicavam existir uma relacdo profunda entre
a eletricidade e o magnetismo. Esse artigo causou grande sensac¢dao na comunidade cientifica europeia
da época, pois se tratava de uma novidade marcante, visto que ninguém antes havia observado um
efeito dessa natureza.

Na Franca, André Marie Ampere (1775-1836) repetiu 0s experimentos de Oersted e, em seguida,
procurou dar um tratamento matematico adequado ao fendmeno da relacdo entre eletricidade e
magnetismo. Ampere foi um cientista versatil. Ele publicou artigos sobre diversos assuntos: célculo,
quimica, zoologia e fisica. Ele chegou a propor uma explicacdo para o fendmeno do magnetismo,
como sendo devido as correntes elétricas moleculares internas da substancia. Portanto, de acordo com
Ampeére, a eletricidade era um fator primario, e 0 magnetismo de uma bussola, por exemplo, um efeito
secundario dessas correntes moleculares. O termo “eletrodindmica” foi introduzido na ciéncia por
Ampere. A contribuicdo de Ampere para a eletricidade e o magnetismo foi to grande, que décadas
mais tarde, Maxwell chegou a chama-lo de “Newton da eletricidade”.

Dois condutores portadores de corrente interagem entre si. Experimentalmente, foi estabelecido
por Ampére em 1820 que condutores paralelos com o mesmo sentido das correntes se atraem; com

sentidos contrarios se repelem (Figura 10.1).
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Figura 10.1

Como a forga de interagdo pode ser devidamente medida, estabelece-se assim a sua dependéncia
do valor das correntes (1, 1,) e da distancia (b) entre os fios. Essa dependéncia é expressa pela forca

que passou a se chamar de forca de Ampeére, que é a forca de interacdo por unidade de comprimento
entre duas correntes paralelas, e que é diretamente proporcional ao valor das correntes e inversamente
proporcional a distancia entre os condutores.

Empregando os termos “correntes paralelas™, “correntes retilineas” etc., nés naturalmente temos
em vista, aqui, condutores com corrente. Contudo, o que foi dito relaciona-se, também, com as cargas

livres em movimento. Vamos escrever a expressao matematica da forca de Ampere:

L1, L

F=k (10.1)

Essa formula permite dar a definicdo de unidade de corrente, de modo analogo como a lei de
Coulomb fornece a defini¢do de unidade de carga. O sistema de unidades no qual a forca é medida em
dinas, a distancia em centimetros, o coeficiente k é tomado igual a 2 (a comodidade da introducéao
desse coeficiente sera mostrada um pouco mais tarde) tem o nome de CGSM. A unidade de corrente
nesse sistema, como se conclui do que foi dito, é a corrente retilinea que interage com uma corrente
idéntica distante de 1 cm com uma forca de 2 dinas. Essa unidade de corrente ndo possui nome
especial (unidade CGSM, unidade eletromagnética absoluta).

Dessa maneira, no sistema CGSM, a a lei de Ampére tem a forma:

(10.2)

Analogamente, como ja foi feito no Capitulo 6, para expressar a unidade de corrente, 0 ampere,
definida no sistema Sl, € possivel também definir a unidade de corrente por meio da unidade de carga
no sistema CGSE: uma unidade de carga CGSE que passa por um segundo através de uma sec¢éo reta

de um condutor constitui uma unidade de corrente no sistema CGSE.
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unidade de carga CGSE
1 segundo '

1 unidade de corrente CGSE =

(10.3)

Foi estabelecido, experimentalmente, que uma unidade de corrente determinada pela forca de Ampeére
(isto €, a unidade CGSM) é igual a 3 - 101° unidades CGSE. Notemos que esta grandeza representa o
valor da velocidade da luz no vacuo, o que ndo é aleatdrio e encontra explica¢do na teoria estrita do
eletromagnetismo. Conhecendo essa relacdo, encontramos a quantos amperes é igual uma unidade de
corrente no CGSM.

\ 1coulomb  3.10° unidades CGSE
1 ampere = = :
segundo 1 segundo

1 unidade CGSM = 3.10° unidades CGSE, (10.4)

1 ampeére = 1—10 unidade CGSM,

ou
10A = 1 unidade CGSM.

Agora, é facil obter a expressao matematica da forca de Ampeére no sistema Sl. Para isso, vamos

introduzir o coeficiente k,,, e encontrar o seu valor numérico:

F = k,, 22kt (10.5)

Se I; =1, = 1 unidade de CGSM, b =1 cm, entdo, F = 2 dinas por cm. Tomemos esses valores das
correntes, da forca e da distancia do sistema Sl, isto é, introduzimos Ampéres, metros e newtons:

-2
2.10.10.10 (10.6)

5
2.10° =k —— -

de onde, obtemos k, =10". Da férmula (10.6), obtemos que duas correntes de 1 ampeére na distancia

de 1 metro interagem com uma forca de 2.10”" newtons por metro:

%:km&:zloqN/m. (10.7)
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Logo, a unidade de corrente, o ampeére, define-se como uma corrente linear que atua numa corrente
idéntica a ela na distancia de 1 metro com forca 2.10~7 newtons por metro de comprimento.

Determinemos a dimenséo de k., :
== (10.8)

Como consequéncia de que no sistema Sl na qualidade de unidades fundamentais sdo usadas as
unidades préticas, as relacGes entre os sistemas de unidades, estabelecidos na eletrotécnica e as
expressdes das leis do eletromagnetismo, incluem os coeficientes introduzidos historicamente, por
exemplo, 4 na lei de Coulomb.

De forma analoga a lei de Coulomb, a forca de Ampere no sistema SI também inclui esse

coeficiente: no lugar do coeficiente k,, na formula da forga de Ampere introduz-se o coeficiente p,
chamado permeabilidade magnética do vacuo.
Vs

Hy = 4710 m . (109)

A forca de Ampére pode ser representada pela expressao:

F_ f_:r 2'1b'_z L (10.10)

Notemos que a expressdo (10.10) determina a forca F, isto é, 0 seu modulo, direcdo e sentido.
Para dois condutores, como mostra a experiéncia, a forca de interacdo esta dirigida segundo a linha
perpendicular aos fios e que passa pelos centros destes. Contudo, isso é o resultado da interacdo de

duas correntes paralelas e ndo a direcdo do campo magnético criado por uma corrente.

[y

Sentido da corrente

<> Sentido das linhas de indugédo
B

T

i Sentido de avango de um saca-rolhas

. SO

Figura 10.2

|
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Inserindo uma agulha magnética no campo de um fio reto, nds concluimos que as linhas
magnéticas da corrente formam circunferéncias concéntricas com sentido determinado pela regra do
parafuso de rosca direita (um saca-rolhas), como mostra na Figura 10.2.

O sentido das linhas de inducgéo € dado pelo sentido de rota¢do de um saca-rolhas introduzido no
sentido da corrente (regra da médo direita).

O caréater vetorial do campo magnético em volta de um condutor com corrente é estabelecido por
uma expressao mais geral que recebeu 0 nome de lei de Biot e Savart.

Passemos a formulacao dessa lei, depois de algumas observacdes antecipadas.

A formula (10.10) mostra que a corrente 1; que passa pelo fio provoca a agdo de forga na outra
corrente I,. Consequentemente, em torno do condutor com corrente |; existe um campo magnético. De
forma anéloga, como foi feito para o campo elétrico, introduzimos o conceito concernente ao valor

da forca que atua devido a corrente I3, por unidade de corrente I,, ou seja, quando I, =1 A, e

L =1 m. Simbolizando essa forca pela letra B, temos por definicéo:

F_ 2l

B=—= :
I, 4z b

(10.11)

Essa grandeza tem o nome de inducdo magnética ou densidade do fluxo magnético. Vista sob certos

aspectos, ela é analoga a densidade do fluxo elétrico, o vetor D, introduzido no capitulo 2 deste livro.
Essa analogia estende-se a dependéncia da grandeza B das propriedades do meio. Introduzindo a

permeabilidade magnética relativa do meio £z, vamos escrever a expressdo (10.11) na forma mais

geral:

B ,L;/Z_o % (10.12)

Se na formula para a intensidade do campo elétrico a permissividade dielétrica do vacuo &, e do

meio € vinham no denominador, entdo aqui para a indu¢do magnética as grandezas idénticas u, e u
vém no numerador. A grandeza analoga a inducdo elétrica D para 0 campo magnético chama-se
intensidade do campo magnético H, e em modulo é:

121 1

H=—%5"-_"~ 10.1
dr b 2xb (10.13)

Determinemos as unidades da intensidade do campo magnético H e da inducdo B. No sistema Sl,

a unidade de intensidade do campo magnético de acordo com a férmula (10.13), & o campo criado por
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uma corrente retilinea de 14 na distancia b=(1/27)m. Essa unidade nfo recebeu denominagio

especial e se chama 1 ampére por metro (1A/m).

Comparemos essa unidade com a unidade de inducdo magnética no sistema CGSM, onde a forca

de Ampere e, consequentemente, a expressdo para H ndo inclui o coeficiente 4.
H=", (10.14)

A unidade de intensidade do campo magnético nesse sistema, naturalmente, sera a intensidade criada
por uma corrente retilinea de 1 unidade CGSM na distancia de 2 cm. Essa unidade chama-se oersted
(Ce).

Como coverter 1 Oe em A/m?

Tomemos um campo igual a 1 A/m e determinemo-lo em oersted (corrente de 1A=10"CGSM,

distancia de (1/27)m=100cm/27 .

_ 210" _ 47.10-0e (10.15)
100/27 ' '

H[A/m]

De modo aproximado, pode-se considerar que 1 Oe~80A/m.

Vamos agora definir as unidades da inducdo magnética. No sistema CGSM, a permeabilidade do
vacuo u, é igual a unidade, consequentemente, a intensidade do campo e a indugdo coincidem no
vacuo. Num meio com permeabilidade magnética u, a inducdo é maior que a intensidade u vezes.
Logo, no meio caracterizado pelo valor da permeabilidade magnética u, a intensidade de campo

magnético é expressa como segue:

B uH = ﬂs' _ (10.16)

A unidade de indugdo magnética (densidade do fluxo magnético) é a inducdo criada por uma
corrente retilinea de uma unidade CGSM num meio com permeabilidade magnética u na distancia de
2m do fio com corrente. Essa unidade tem o nome de gauss (G). No vacuo ela coincide com oersted.

A unidade de inducdo magnetica B no sistema Sl é o tesla (T). Essa unidade, por defini¢do, no
vacuo difere da unidade da intensidade do campo magnético H (1A/m) pelo coeficiente u, que é igual

a 41.107V. s / A. m. Sendo a intensidade do campo magnético (no vacuo) 1 A/ m, a indugdo é igual a

47. 10T e um tesla, consequentemente, corresponde & intensidade do campo:
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1
HT]=——=— A/m. .
[Ml=g—g=A/m (10.17)

A unidade de densidade do fluxo magnético no sistema CGSM é gauss (G). Encontremos a

quantos gauss € igual um tesla. Das formulas (10.15) e (10.17), obtemos:

47.1073
_am 10 e (10.18)
T =5 G =10%.

Em qualquer meio com permeabilidade y, a inducdo B esté relacionada com a intensidade H pela
expressao:
B=puuH. (10.19)
Vamos acentuar, mais uma vez, a analogia entre as grandezas elétricas e magnéticas.
No tocante aos aspectos relacionados com as forcas de interacdo, observa-se a seguinte analogia
entre E e B: a intensidade do campo elétrico E é expressa pela lei de Coulomb e tem, como grandeza

analoga, a inducdo magnética B, definida pela forca de Ampére.

1
E=_— qz; B=,u,u02_|. (10.20)
eg,drnr Az b

A inducdo elétrica D (ou deslocamento elétrico) difere de E pelo fato de que na sua expressdo

n&o entram 0s parametros € e &,).

Portanto, as expressdes para 0s mddulos de D e H so idénticas formalmente, pois:

q 21
= : H=——. 10.21
Arr? 41h ( )

Consequentemente, a indugcdo magnética B no magnetismo é analoga a intensidade do campo
elétrico E e a intensidade do campo magnético H € analoga a inducéo elétrica D. Entretanto, é B e D
que parecem ser analogos, sob o aspecto em que ambos sdo respectivamente denominados fluxos do
campo magnético e elétrico. Do mesmo modo que Eed podem parecer analogos, pois sao
intensidades dos campos elétrico e magnético, respectivamente. Na realidade, o estudo do
eletromagnetismo, devido ao seu desenvolvimento histérico sinuoso e as vezes conflituoso e cheio de

vicissitudes, tem essas particularidades.
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Portanto, os nomes das unidades para 0os campos BeH prestam homenagens a quatro cientistas
que deram contribuicdes valiosas para o estudo do eletromagnetismo. J& falamos de Oersted, Gauss e
Ampeére. Falta ainda dizer algumas palavras sobre Tesla. Nikola Tesla (1856-1943) foi uma figura
excéntrica, mas, a0 mesmo tempo, foi um grande inventor que deu enormes contribuigcdes para a
tecnologia do mundo moderno. Ele era de etnia sérvia, mas nasceu na Croacia, entdo uma provincia do
império austro-hungaro. Depois de concluir seu curso de engenharia elétrica, foi trabalhar na sucursal
da companhia de Thomas Edison em Paris, e, em seguida, foi transferido para sua sede em Nova York.
Ele ficou muito famoso por defender o uso da corrente alternada, contra a opinido de Edison, que
preferia continuar utilizando a corrente continua. Mas, ele fez muito mais que defender o uso da
corrente alternada. Ele € um dos maiores, se ndo o maior inventor de todos os tempos, que também se

destacou pelas suas excentricidades.
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CAPITULO 11
LEI DE AMPERE. LEI DE BIOT E SAVART

Com base na formula (10.10), podemos encontrar a formula de interagdo de correntes retilineas
paralelas. Para correntes lineares de qualquer dimensdo, forma dos condutores e posicao mitua destes,
a forca de interacao entre duas correntes é calculada com base na expressao mais geral chamada lei de
Ampeére. A forca de Ampere provém da lei de Ampére como um caso particular.

Examinemos dois setores elementares de condutores lineares, dl, edl,, com correntes I; e I,

situados no mesmo plano e separados por uma distancia r (Figura 11.1).

d—h senf,

Figura 11.1

Para esse caso, a lei de Ampeére diz que a forca atuante por parte do elemento dfl no elemento dTZ é

diretamente proporcional aos comprimentos desses setores, ao valor das correntes, ao seno do angulo

6, e inversamente proporcional ao quadrado da distancia:

dF ~ Il.lz.drlg sené, . (11.1)

Tentemos imaginar o quadro dessa interagdo. Em primeiro lugar, o campo criado pelo setor dl,
no ponto C é determinado pelo angulo &,. Se &, = 0, o campo é igual a zero, isto é, o campo

magnético da corrente ndo se cria nos pontos que se encontram na continua¢do do condutor com
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corrente. O valor do campo no ponto C é determinado, desta forma, pela projecdo de dl, sobre a

perpendicular a direcdo AC. Em segundo lugar, o campo criado pela corrente I; no ponto C nao

depende de ¢ . E claro que, no ponto C, as linhas de indugdo sdo perpendiculares ao plano da Figura
11.2.

Para qualquer angulo ¢, o setor dl, encontra-se sob a mesma interagédo com as linhas de indugéo do
campo. A posi¢do do setor dl, no plano (estudamos justamente o caso plano) ndo influi no valor da
forca de interacdo do campo pois, além da direcdo de dl,, nada mais varia. Consequentemente, a
interacdo do setor dl, com o campo ndo depende em grandeza do angulo ¢ . Varia somente a direcéo
da forga que atua em dl,. Vamos fazer uma concluséo: a forga atuante por parte de dl, no elemento
dl,, em valor, ndo depende da direcéo de dl, se estes elementos encontram-se num mesmo plano. Ela

e determinada pelas correntes I, e I, pelo angulo &, e pelo quadrado da distancia r,

é® ® ® 3
®

® ® ®
g B

Figura 11.2

Utilizando esse raciocinio para o setor dl,, nota-se que, quando @ = 0, este elemento ndo exerce agao

de forca em dl,, enquanto que o mesmo sofre a agéo de uma forca por parte de dl,, que é determinada
pela relagdo (11.1).

Para o caso estudado, a interacdo mecénica da terceira lei de Newton ndo é valida: o elemento
dl, interage com o campo criado pelo setor dl, e ndo com o préprio setor.

Notemos que o produto

dl, sené, (11.2)

pode ser representado por um produto vetorial introduzindo-se o vetor unitario 7, dirigido ao longo da

distancia AC de A para C. Entéo, temos:
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dl;senf, = |dl1x 7). (11.3)

Vemos que com esta expressdo determina-se também a direcdo das linhas de inducdo do campo
magnético criado pela corrente I, dl no ponto C. Elas serdo dirigidas para tras da figura conforme a

regra do saca-rolha (regra da méo direita), o que coincide com a direcdo do vetor:
dixt,. (11.4)

A direcdo da forca que atua em dl, é determinada pelo angulo ¢ . Para a determinacdo dessa

direcdo, vamos examinar o caso geral de orientacdo mutua dos elementos de correntes dl, e dl,,
quando eles ndo séo coplanares (Figura 11.3).
Em comparacdo com o anteriormente estudado, o caso geral é diferente pelo fato de que o elemento

dl, forma angulo de 90°-8, com o plano @ onde se encontram dfl e 7,. A lei de Biot e Savart

estabelece, para esse caso, que o valor da forca atuante no elemento dl, € determinado pela projecéao

de dl, no planod .

Figura 11.3

Por comodidade de obtencgéo da expressdo da formula final através do produto vetorial, introduzimos o

angulo 6, entre dl, e a normal a esse plano. Por isso, a projecdo de dl, no plano S sera determinada

pelo produto:

dl,send, , (11.5)

que substitui dl, na formula (11.1),

[,.1,.dl;send,.dl,sené,

dF ~ 7

(11.6)
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A escrita dessa grandeza na forma de um produto vetorial permite determinar também a direcdo da

forca dF. Notemos que, para esse caso, de acordo com a Figura 11.2, o produto vetorial
dl, X7,

esta dirigido segundo a normal ao plano S, isto é, coincide com a dire¢do de 7.
Se multiplicarmos, vetorialmente, dl, por 7, entdo, obtemos um vetor dirigido segundo a linha

perpendicular ao elemento dl, e as linhas de inducdo criadas pelo elemento dl,. Se o angulo

0, = 90°, temos o caso de atracdo que estudamos quando as correntes séo paralelas. Se 6, =0 a
forca é nula (corrente I, esta dirigida segundo as linhas de inducéo).

Como consequéncia disso, o produto vetorial de dfz por dl,Xn determina o sentido da forcae a
formula (11.6) mostra que tal produto vetorial duplo d& o valor absoluto correto, pois foi introduzido

por nés o angulo @,, cujo seno deve entrar no produto vetorial. Assim, a formula (11.6) pode ser

escrita na forma vetorial:

dﬁNIﬂédEjédﬁx@). (11.7)

Agora que ja conhecemos a forca de Ampere, vamos escrever esta expressdo no sistema Sl,
para 0 vacuo, na forma de uma igualdade exata (o coeficiente, que liga a parte direita e a esquerda sera,

como em (10.10)), pois a forca de Ampére é um caso particular dessa expressao:

Ho 1T (1, X (d11X7,) (11.8)

dF =
41 r2

Nesta forma, a expressdo acima, que é um duplo produto vetorial, tem o nome de lei de Ampere.

Dela, indiretamente, surge a férmula para a indugdo magnética criada pelo elemento de corrente Idl;.

De fato, vamos escrever a expressao (11.8) de outra forma:

poly (d1X1,) (11.9)

dF = Ldl.
202X 4mr?

onde I, e dl, relacionam-se com a corrente no campo criado pelo elemento dl; com corrente [; num

ponto situado a distancia r desse elemento. Consequentemente, a indugdo magnética do elemento de

corrente Ildﬁ criada no ponto C (ver Fig. 11.3) é igual a grandeza:
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Fo h(dhXTo) _ 1w (11.10)
At r?

Esta expressdo tem o nome de lei de Biot e Savart.

A forca que atua no elemento de corrente Izalf2 por parte do campo dB é determinada pela

expressao:

dF = 1,(dl,XdB). (11.11)

Quando utilizada para setores de comprimento finito com corrente e campo constantes, essa formula

toma a forma

F = I(IXB). (11.12)

e determina 0 mddulo, a direcéo e o sentido da forca que age por parte do campo B sobre a corrente 1
que passa pelo fio retilineo de comprimento (. Essa forca tem o nome de forca de Ampere. Para a
determinacdo do sentido da forca, no caso de interacdo entre campos e correntes, € conveniente

utilizar-se uma regra convencional.

Figura 11.4

Como escreve Whittaker (1989, v. 1, p. 86), a lei de forca de Ampere, publicada na década de
vinte do século XIX, ainda escrita em notagdo ndo vetorial, tinha uma expressdo mais geral do que a
formula que apresentamos acima, neste capitulo. Segundo ele, foi Hermann Grassmann (1809-1877)
quem, em 1845, escreveu a lei de Ampere na forma vetorial, indicada neste capitulo pela equacéo
(11.8), permitindo assim a obtencdo da lei de Biot-Savart sob a foma da equagdo (11.10), também

aqui neste mesmo capitulo.

116



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

Sabendo-se que o sentido das linhas de inducdo da corrente € determinado pela regra do saca-
rolha (regra da méo direita), é preciso determinar de qual lado do condutor com corrente as suas linhas
de inducdo somam-se com as linhas do campo externo (tornam-se mais densas). E desse lado que
ocorrera a atuacédo da forca.

A Foérmula (11.10) permite encontrar o valor, a direcdo e o sentido do vetor de inducédo
magnética (e a intensidade do campo 17) para as correntes que circulam nos fios lineares de diferentes
formas geométricas. Em particular, a inducdo de um fio retilineo infinito é obtida integrando-se pelo

angulo @ de 0 até 7, como se vé na Figura 11.4:

4B = Z_OIdifro' (11.13)
T

O sentido do vetor B é definido pelo produto vetorial dTXFO , isto é; as linhas do campo B sdo

dirigidas para tras da figura (de acordo com a regra do saca-rolha).

Vamos encontrar 0 médulo do vetor B. Devemos fazer as seguintes substituicoes:

|diX7,| = dlsens,

gl =rd0 _RdO (11.14)

~send  sen’d

dlsené?:R—dg

send’

 R4O
dg = Ho _sen0 _ o Isené dé

Ar R?  Arx R
sen’ @

B :ﬂljsenedeuﬂz—'r (11.15)
4z Ry 4r R

Como era de se esperar, obtivemos a inducdo de uma corrente retilinea definida pela forca de Ampere
(ver formula (10.11)). Porem, nesse caso, a introducdo do coeficiente 2, que antes foi feita sem
fundamentacéo (ver Capitulo 10), fica esclarecida.

Agora, vamos encontrar o campo de uma corrente circular de raio R, no centro do circulo (Figura
11.5).
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dB = HeoldlX7o (11.16)
4w R?

Figura 11.5

O sentido do vetor B, assim como no caso da corrente retilinea, é determinado pelo produto
vetorial dTXFO, isto é, em realidade, também pela regra do saca-rolhas. Para o sentido da corrente
mostrada na Figura 11.5, as linhas de inducdo do campo B serdo dirigidas para trés da figura.

Vamos encontrar o valor do campo B, expresso em tesla (T):

|dIX7,| = Rd6,

gg=ro IRIO_1m 1 4y (11.17)
47z R 47 R

g to! jde Ho 2rl g (11.18)
4z R A R

A intensidade do campo magnético, para uma corrente retilinea e circular, serd,

correspondentemente, em ampere/metro (A/m):

1 21 |

Heoe=-"——=-—"2A/m (11.19)
47 R 2nR

Ho= 2270, (11.20)

" 47 R 2R

A formula que define a forca de Ampere (11.12) pode ser utilizada no calculo da forca que age
sobre uma particula carregada que se move num campo magnético. Vamos expressar a corrente por
meio da densidade de corrente, e a densidade de corrente por meio do numero de particulas n, da carga

e, e da velocidade do movimento ordenado v (velocidade de arrasto das particulas).
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| = jS=nevs, (11.21)

de onde,
F = I(IXB) = nelS(#XB). (11.22)

Aqui, IS representa o volume total e n S I, o nimero total de particulas. Consequentemente, a forga que
corresponde a uma particula, a chamada forca de Lorentz, € definida pela formula:

E, = e(#XB). (11.23)
Na presenca do campo elétrico e do campo magnético, a forca de Lorentz toma a seguinte forma:
F, =eE + e(ﬁXﬁ). (11.24)

A forca de Lorentz foi introduzida pelo fisico neerlandés Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).
Em 1902 ele, juntamente com outro neerlandés, o fisico Pieter Zeeman (1865-1943), recebeu o Prémio

Nobel de Fisica por seus trabalhos sobre radiac6es eletromagnéticas.
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CAPITULO 12
APLICACOES E CONSEQUENCIAS DA LEI DE BIOT E SAVART

Conhecendo-se 0 campo magnético (isto é, a inducéo E), por exemplo, o campo criado por uma
corrente circular, € possivel resolver uma série de problemas eletrodindmicos importantes.

Examinemos como encontrar, experimentalmente, a razéo entre a unidade de corrente no sistema
CGSM e a unidade de corrente no sistema CGSE. Para isso, vamos fazer um circuito que permite
medir a corrente, a0 mesmo tempo, por dois métodos; pelo método elétrico (pela carga a ele
comunicada) e pelo método magnético (pela sua agdo magnética). Tal circuito esta representado na
Figura 12.1.

1
]

||

1o

Espira
: o

Figura 12.1
Seja o comutador K que se liga, alternadamente, aos contatos 1 e 2, com a frequéncia de n
vezes por segundo. Ao se ligar K ao contato 1 verifica-se a passagem da carga da bateria B ao
capacitor C que se carrega até a diferenca de potencial V (grandeza conhecida). O capacitor de
capacidade C (grandeza conhecida), com isso, adquire a carga g:

q=CV. (12.1)
Ao se ligar K ao contato 2 essa carga passa pela espira f criando corrente.
Se em um segundo ocorrem n comuta¢Ges de K com os contatos 1 e 2, entdo, a carga total

comunicada pelo capacitor no circuito de corrente, isto é, a propria corrente | sera igual a grandeza:
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I =ng=nCV. (12.2)

E também possivel medir esta mesma corrente pela sua a¢io magnética colocando no centro do
fio circular uma agulha magnética ou uma espira com corrente. Quando | = 0, a agulha orienta-se
segundo o campo magnético terrestre (ou outro campo constante conhecido). Quando | #0, a agulha
desvia-se da posicdo inicial. O valor do desvio é proporcional a corrente percorrida e permite medir o

campo da corrente circular | que com ela esta relacionada pela expressao

B= Z‘—O% , (12.3)
T

onde R é o raio da espira. Desta maneira, temos a possibilidade de encontrar a unidade de corrente
como resultado de medi¢bes, ao mesmo tempo, elétricas e magnéticas e determinar a sua razdo que é

igual ao valor que coincide com a velocidade da luz no vacuo:

1CGSM

=" =3.10"cm/s. (12.4)
1CGSE

A analogia entre os campos elétricos e magnéticos (assim como e entre outros campos de forca)
nos permite introduzir o conceito de tensdo magnética.
A tensdo elétrica ou diferenca de potencial é definida como o trabalho realizado no deslocamento

da unidade de carga pelo caminho que liga dois pontos do campo:

V :IEtdI , (12.5)

onde dl é o elemento de caminho e E, é a proje¢do da intensidade do campo na dire¢do do caminho L

em dado ponto corrente (componente tangencial do campo elétrico).

A grandeza analoga, para 0 campo magnético, pode ser chamada de tensdo magnética:
Vi = [Hdl. (12.6)
L

Do ponto de vista da fisica, a diferenca entre 0 campo magnético e 0 campo elétrico consiste em
que as linhas magnéticas de inducdo séo sempre fechadas. Por exemplo, uma corrente retilinea cria em

torno de si um campo magnético cujas linhas de inducdo representam circulos concéntricos. Por isso,
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para caracterizar o campo magnético utiliza-se o valor do trabalho calculado pela formula (12.6) para

uma curva fechada. Essa grandeza chama-se circulacdo do vetor H e é representada pelo simbolo:

fHr, (12.7)

onde o circulo significa integracdo por um percurso fechado. Na formula (2.9), tal circulo significava
uma superficie fechada).VVamos encontrar a circulagdo do campo magnético criado por uma corrente

retilinea infinita. As linhas magnéticas de inducdo, nesse caso, sdo circulares, consequentemente, a

direcdo dos vetores H, e dl sdo coincidentes:

Hdl = (Hdi )=Hdlcos0’ = Hdl . (12.8)

Expressemos o elemento de arco dl atraves do raio do circulo R (isto é, a distancia entre o elemento dl

e o fio) e do angulo elementar dé :

dl =Rdé, (12.9)
Hdl =HRd6.

Ao substituir na férmula da circulacdo (12.7) a intensidade do campo magnético H da corrente

retilinea (férmula (11.19)), resulta que
Hdl=— [do=1, 12.10
fHdl=—"] (12.10)

obtemos assim a importante relacao:

fHdI =1 (12.11)

L

Na forma vetorial, ela é escrita da seguinte maneira:
jg Hdl=1

Ao lado da importéancia desta expressdo para os célculos e generalizagdes que permitem formular uma
das leis fundamentais do eletromagnetismo, esta relagdo mostra, uma vez mais, (ao lado da formula
(11.15)) a comodidade de introducdo do coeficiente 2, na formula para a forca de interagdo de duas

correntes (formula (10.2)). Se a unidade de corrente fosse definida pela relacdo (10.2) sem o
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coeficiente 2, ele entraria na formula (12.11) e ela ndo seria tdo cobmoda para os calculos e para a
memorizagéo.

Transformemos a férmula (12.11) expressando | através da sua densidade de corrente:

I =[jds §H.dI =[] ds. (12.12)
L S

S

No vacuo, onde os vetores H e B diferem (no sistema SI) somente pelo coeficiente constante u,,

a relagdo (12.12) pode ser escrita, também, para o vetor B:

§ Bl = 4, [ j,ds. (12.13)
L S

Para os meios como u # 1, a relagdo (12.12) é somente € justa para o vetor H,6 o que sera
mostrado um pouco mais tarde.

Recordemos que num campo eletrostatico E a grandeza andloga sempre era igual a zero:

fEdI =0,

isto €, o trabalho da forca eletrostatica F= qE para um caminho fechado era igual a zero e o trabalho
ndo depende da forma do caminho percorrido.

No caso do campo magnético, o trabalho por um caminho fechado ndo é igual a zero, como
mostram as formulas (12.12) e (12.13). Consequentemente, 0 campo magnético ndo é um campo
potencial. Ele relaciona-se com aqueles campos que sdo chamados rotacionais ou solenoidais.

Apliquemos a relagdo (12.11), que expressa a rotacdo do campo magnético de uma corrente
retilinea, para o célculo da intensidade do campo de um solenoide, isto é, de uma bobina que tem n
espiras por unidade de comprimento. Vamos encontrar a circulacéo do vetor H pelo circuito que inclui
parte da bobina de comprimento L' (Figura 12.2). Para isso, vamos escolher um circuito que inclui
parte do eixo do solenoide (de comprimento L"), 0s percursos 1 e 2 que vao para o infinito e uma curva
(ou reta) de fechamento infinitamente afastado. As linhas magnéticas de inducdo de cada espira estdo

dirigidas ao longo de circulos em volta da espira. Somando-se, elas ddo o campo magnético resultante

dirigido dentro do solenoide pelo seu eixo (Figura 12.3), isto €, a componente do campo H, na direcdo
dos caminhos 1 e 2, é igual a zero.

A curva de fechamento (ou reta), no infinito, também nédo da contribuigdo na circulagdo do vetor
H, pois 0 campo magnético do solenoide no infinito é igual a zero. Consequentemente, para o valor da
circulacdo do vetor H, pelo percurso escolhido, contribui somente o seu setor L'. Dessa maneira,

obtemos:

fHAI =HL.
L
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A curva de fechamento (ou reta), no infinito, também nédo da contribuicdo para a circulagdo do
vetor H, pois o campo magnético do solenoide no infinito é igual a zero. Consequentemente, para o

valor da circulagdodo vetor H, pelo percurso escolhido, contribui somente o seu setor L'. Dessa

maneira, obtemos:

§th' =HL. (12.14)
L

| L

LYe

i

Figura 12.2

De acordo com a formula (12.11), temos:

fHdl =nL1 =HL,

isto é; (12.15)

Figura 12.3

Notemos que a dimensdo de n é o inverso de metro (m™), consequentemente, como foi
estabelecido acima, a dimensdo de H é ampere /metro. A férmula (12.15), entretanto, permite dar outra
definicdo da dimensdo de H, isto &, pela corrente que circula no solenoide e 0 nimero de espiras por
unidade de comprimento, assim, H pode ser definido em ampere-espira. Essa forma de medir H é
amplamente utilizada na eletrotécnica.

A férmula obtida (12.15), para o campo H no solenoide, permite encontrar a intensidade do

campo H no tordide, isto &, uma bobina estendida por um circulo de raio r (Figura 12.4). 0
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comprimento da bobina do toréide L expresso por meio de r da mesma forma que o comprimento de

um circuito por meio do raio: L =27zr.

Figura 12.4

Consequentemente, tomando L como contorno de integracdo, obtemos H L =2zrnl , ou seja; esta

relacdo coincide com a obtida anteriormente:

H=nl. (12.16)

Examinemos que formas terdo as relacdes (12.12) e (12.13) para uma substancia com

permeabilidade magnética ¢, diferente da unidade. Tais substancias sdo chamadas de magnéticas.
De acordo com a lei de Ampeére, sobre um condutor com corrente | age uma forca por parte do
campo magnético B. Consideremos uma corrente fechada em forma de um retangulo (Figura 12.5),

inserida no campo magnético B. Em cada lado da espira, pela lei de Ampére, atua a forca:

F = 1(IXB). (12.17)

Para uma espira, essa forca & proporcional a corrente, ao comprimento dos fios e a inducéo B. Como
na espira, as correntes nos seus lados opostos circulam em sentidos opostos, surge um momento de

rotacdo (torque) que é proporcional a corrente I, a area da espira a.b=S .

)
3
©
hof

b

Figura 12.5
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O produto dessas grandezas recebeu o nome de momento magnético e € geralmente simbolizado por

B,,. Ele é um vetor igual a:
Py = IS#, (12.18)

onde 7 é o vetor unitario, dirigido perpendicularmente ao plano de espira, com o seu sentido
determinado pela regra da mé&o direita (ou do saca-rolhas): curve os dedos da mé&o direita

acompanhando a forma da espira, de modo que suas extremidades apontem no sentido da corrente, 0

polegar estendido estara, entdo, apontando no sentido do vetor 72, e consequentemente, do vetor Py,.

Experimentalmente, foi estabelecido que, para as correntes moleculares de uma substéncia, o
somatdrio do momento magnético por unidade de volume, que vamos representar por M, ¢ igual &

soma dos momentos P,, por unidade de volume e é proporcional a intensidade do campo H:

DI (12.19)

O coeficiente y,,, recebeu o nome de susceptibilidade magnética de uma substancia. Quando y,, < 0 a
substancia chama-se diamagnética; quando y,, > 0, paramagnética. O diamagnetismo foi descoberto
por Faraday, em 1846, quando ele observou que um pedaco de bismuto era repelido pelos polos de um
ima. Logo em seguida, Weber deu uma explicacdo teorica para o fendbmeno diamagnético, supondo o
aparecimento de correntes moleculares induzidas, quando as substancias diamagnéticas se encontram
em presenca de campos magnéticos variaveis. A susceptibilidade do bismuto é y,, = —1,66-107>; a
dgua tem susceptibidade magnética x,, = —0,91-107>; o cobre também ¢é uma substincia
diamamagnética, y,, = —0,98- 107>, mas o aluminio é um material paramagnético de y,, = 2,3 "
107>, As substancias diamagnéticas e paramagnéticas possuem valores pequenos da susceptibilidade
magnética. Algumas substancias caracterizam-se por possuirem grandes valores positivos de y,,; tais
substancias sdo chamadas “ferromagnéticas”. O movimento térmico contraria a criacdo de uma
orientacdo magnética alinhada das moléculas. Em 1895, o fisico francés Pierre Curie (1859-1906)

experimentalmente estabeleceu a relagéo:

X = (12.20)

c
T H
onde C é a constante de Curie, caracteristica de um dado material paramagnético, T € a temperatura em
kelvin. Esta € a chamada lei de Curie. Em 1905, outro fisico francgés, Paul Langevin (1872-1946)

conseguiu dar uma fundamentacgéo tedrica para o diamagnetismo e o paramagnetismo, empregando

novos conceitos com base na teoria do elétron, mostrando inclusive que tanto o efeito Zeeman quanto
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o diamagnetismo estdo intimamente relacionados com a precessdo de Larmor. A frequéncia da pressao
de Larmor sera apresentada no proximo capitulo. O efeito Zeeman consiste na divisdo das linhas do
espectro de emissdo, sob acdo de um campo magnético externo. O efeito Zeeman confirmava a teoria
de Lorentz, que havia previsto que elétrons em movimento, sob a influéncia de um campo magnético
deveria produzir luz.

Desse maneira, uma substancia que tem um momento magnético proprio M, criado pelas
correntes moleculares e pelos campos externos, cria uma intensidade de campo resultante diferente do
campo no vacuo. O campo magnético das correntes moleculares orientadas contribui para 0 campo
total no espago intermolecular da substancia. A intensidade do campo suplementar coincide com o
valor do momento resultante M. VVamos efetuar um calculo como demonstracéo.

O modulo da intensidade do campo de uma corrente circular é definida pela formula (11.20):

Encontremos o valor de M e comparemo-lo com o valor de M. O vetor M é por definicdo igual
Py . . .
a Zﬁ. Vamos supor gue as moléculas sejam esferas de raio r e que ocupem o volume de um cubo de
. . 6
lado a. O volume do cubo sera maior que o volume das esferas de — vezes. Consequentemente, 0

momento total ZP_M) de todas as moléculas por unidade de volume, completamente ocupado pelas

moléculas, é definido pela grandeza:
> Py=nlS=nlzr?, (12.21)
(n é o numero de moléculas por unidade de volume).

Temos assim 0 momento magnético por unidade de volume, tendo em conta que entre as esferas

(moléculas) ha espaco livre:

_nizr _z
_(6) 4 5 4 2r (12.22)

Essa grandeza coincide, quase exatamente, com a intensidade do campo criado por uma corrente
circular (formula (11.20)).

Desse modo, se no vacuo a indugdo do campo magnético é definida pela expressdo §/u0 =H,

entdo, numa regido com presenca de substancia, temos
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B .
—=H4+M,

Ho

ou
(12.23)

— B —

H=—-—M.

Ho

VVamos substituir a expressao experimental M = ;(mﬁ nesta formula (11.23) . Logo, H= HE — )(mﬁ,
0

ou
(12.24)

. B
H{1+ ) =—.
Ho

Comparando com a expressdo B = upuyH, obtemos:

u=1+y.. (12.25)
Utilizemos a expressdo obtida para encontrar a circulagdo de B numa substancia magnética (u # 1).
Para isso, vamos expressar a circulacio de B pela formula da circulacéo para o vacuo (formula (12.11)

e (12.13) tendo em conta que, além da corrente | na substancia magnética, as correntes moleculares

I, também devem ser consideradas.

Bl =2 1+, 1, (12.26)

Encontremos a soma das correntes limitadas pelo contorno por onde se efetua a integragéo. Vejamos o
elemento dl do contorno na substancia (Figura 12.6). Esse elemento contém as correntes moleculares
daquelas moléculas cujos centros encontram-se dentro do cilindro de area S e cujo volume é igual a:

dV = Scosadl. (12.27)

Se 0 numero de particulas por unidade de volume € n, entdo, o nimero de correntes moleculares

contidas pelo elemento dl é igual a nS cos a dl e a corrente somatdria para o elemento dl é

InScosadl . (12.28)
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O

{ dLcosa

(v s B}

Figura 12.6

Como IS =PR,, (movimento molecular de uma molécula) e P,n =M, obtemos

Incosad = M.cosadl . (12.29)

M.cosa representa a projecdo de M no elemento do percurso. Vamos simboliza-lo por M, . Entdo,

para todo o percurso de integra¢do, encontramos:

Bl = 1> 1+ mpf Ml (12.30)

ou
§(E_Mt =31, (12.31)
Hy
Da formula (12.23) segue que

(E_Mtj:(E_MJ _H, (12.32)
lLlO IUO t

De modo que
§th| — Z| , (12.33)

Ou seja, a expressdo (12.11) para a inducdo H é correta, tanto no vacuo como em qualquer substancia

magnética.

129



CAPITULO 13

MOMENTOS MAGNETICOS DOS ATOMOS E MOLECULAS. CONDICOES DE
CONTORNO PARA OS VETORES DO CAMPO MAGNETICO

Apliquemos agora o conceito de momento magnético, que nds introduzimos no capitulo anterior,
aos atomos e moléculas. Examinemos o caso de um elétron que gira em torno do ndcleo de um atomo
por uma Orbita circular, sendo a sua carga “e”. Entdo, conhecendo a frequéncia da sua rotacdo v e o

raio da Orbita r, vamos encontrar a velocidade linear.

V=271V, (13.1)

O momento magnético do a&omo P, , isto é, o produto da corrente | pela &rea pela area do

contorno, vai ser expresso através da carga, da frequéncia de rotacdo e do raio da orbita. A carga que
passa em 1 segundo através da seccdo da érbita ou seja, a corrente, é igual ao produto da carga “e”
pela frequéncia v,

| =ev, (13.2)

Consequentemente,

P, =1S=exvr?, (13.3)

Substituindo, aqui, v de (13.1), vamos obter:

V., erv

e r 13.4
2xr 2 (13.4)

Essa grandeza chama-se momento orbital do elétron. Notemos que o momento angular da particula, L,

tem o nome de momento mecanico orbital.

L=mvr. 13.5)
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Arazdo P, /L tem o nome de relagdo giromagnética. O sinal “menos” atribuido a esta raz&o mostra
que nela o numerador e o denominador tém sinais contrarios. Como consequéncia da magnetizacao,
0 momento magnético orbital orienta-se no sentido do campo e 0 momento mecanico em sentido

contrério.

Py erv e
™M _ S 13.6
L 2mvr 2m ( )

Daqui, tira-se a conclusédo de que com a magnetizagdo da substéncia (a criagdo do momento
P, ) deve surgir um efeito mecénico. Esse fendmeno foi confirmado, experimentalmente, por Einstein,
de Haas e Barnett. Wander Johannes de Haas (1878-1960) foi um fisico experimental holandés, que
em 1915, quando desenvolvia estudos sobre o magnetismo em Berlim, fez experimentos em parceria
com Albert Einstein, que também se encontrava trabalhando em Berlim. A ideia de Ampére das
correntes moleculares foi a motivagdo por trds do arranjo experimental adotado por Einstein e W. de
Haas. O experimento de Einstein-de Haas consiste na magnetizacdo periodica (pulsacdo da corrente)

de uma barra de ferro C, colocada no interior de um solenoide S (Figura 13.1).

Figura 13.1

Se a frequéncia de pulsagdo da corrente for escolhida de modo que coincida com a frequéncia
das oscilagcBes mecanicas da barra, entdo, como resultado do fenbmeno de ressonancia magnética, a
barra entra em movimento oscilatério que, com o auxilio do raio de luz r, do espelho m e da escala D,
pode ser observada.

Nos experimentos do fisico estadunidense Samuel Jackson Barnett (1873-1956), realizados
naquele mesmo periodo, foi observado o efeito oposto: o surgimento de magnetizagdo como
consequéncia de uma rotacdo. Como resultado de alguns experimentos, foi notado que a magnitude da

relacdo giromagnética ndo € igual a e /2m, mas sim, igual a e/m . Este resultado experimental explica-
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se pelo fato de que o0 momento magnético do elétron néo esta relacionado com o seu momento orbital,

mas com 0 spin, que é uma caracteristica quantica do movimento de rotacdo de uma particula

elementar. O momento angular intrinseco do elétron (spin) é igual a Ly = o onde h é a constante
T

N |

de Planck. Simbolizando % = h,

obtemos:
1 eh
2m

Pyeisc =
denominado “Magnéton de Bohr”.

A criacdo (em média) de uma orientacdo ordenada dos momentos magnéticos de uma substancia
explica o fendmeno do paramagnetismo. Para explicar o diamagnétismo é preciso estudar a rotacao do
elétron no atomo como um fendmeno giroscdpico. Os giroscopios sdo geralmente estudados nos cursos
de mecénica.

Encontremos 0 momento de rotacdo atuante por parte do campo na érbita do elétron, que para

simplificar, vamos aproxima-la de um condutor retangular (Figura 13.2). A forca de Ampeére
F = 1(axb). (13.7)
que atua nos lados do contorno, cria 0 momento:
bXF = IbX(@XE). (13.8)
Notando que o produto escalar d.b = 0,0btemos

1px(a@xB) = 1{a(b.B) — B(d.b)}= 1d(b. B). (13.9)

Isto indica que 0 momento de rotagédo, na Figura 13.2, esta dirigido para cima.
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yA

bxI P.XB

Ay L

Figura 13.2

Pode-se dar outra forma a expressdo (13.9) substituindo o produto ab pela letra S, que representa
a area do contorno. Como se sabe, a grandeza IS, por definicdo, € 0 momento magnético Py (férmula
(12.18)). O sentido do vetor ﬁM pode ser determinado pela regra do saca-rolha. Na Figura 13.2, o

sentido de P, é do plano da pégina para o leitor. Consequentemente, o produto vetorial P,XB

coincide com o momento de rotagcdo em modulo e direcdo:

(13.10)

o dt

Figura 13.3

Se um elétron que gira por uma orbita circular (Figura 13.3) possui 0 momento mecanico orbital

L, entio, como resultado da acdo do campo magnético B na sua orbita, durante o intervalo
infinitesimal de tempo dt, 0 momento L adquire um incremento dL, cujo modulo é igual ao produto do
momento de rotagdo pelo tempo dt (o incremento do momento angular é igual ao impulso do

momento das forcas externas). Vamos recordar como se demonstra isto nos cursos de mecanica. O
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elemento de um corpo solido Am,, que gira em torno do eixo, move-se de acordo com a 2" lei de

Newton:

Ama, = f,

a, é a aceleragdo, igual ao produto da distancia do elemento Am, até o eixo de rotagdo r pela
aceleracdo angular do corpo B: a =t 3.
Consequentemente, Am,r,3= f,. Vamos multiplicar essa equagao por r;:

Amiri2 IB = firi'

Efetuando a soma para todo o corpo:
ﬁzmiriz = Z fir,.

A soma na parte esquerda é o momento de inércia I e na parte direita € 0 momento de forcas (torque) t.

A direcdo do momento de forca coincide com a direcdo da velocidade angular, consequentemente,

Vamos encontrar a variagdo do momento mecanico orbital L como tempo:

QL dfs amvt |= LS amiar |-
dt dt dt

isto &, dL = 7dt. No problema examinado 7 = ﬁMX§ ou na forma escalar 7 =P,,.B.sena , onde a é 0

angulo entre os vetores Py, € B. Consequentemente,

dL=PR,Bsenadt. (13.11)

Da Figura 13.3, vé-se que essa grandeza (incremento de Z), geometricamente, € definida da seguinte

maneira.

dL=LsenaxdB, (13.12)
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de onde,
49— dL _ Py Bsen adt _PuB at (13.13)
Lseno Lseno L
Daqui, encontramos a velocidade angular de precesséo:
d$ P,B
W =—2 = 13.14
T L (13.14)
De acordo com a formula (13.6), encontramos:
eB
o =—. 13.15
=5 (13.15)

A expressdo que acabamos de obeter define o valor da velocidade angular chamada de precesséo de
Larmor (ou frequéncia de Larmor), em homenagem ao fisico inglés Joseph Larmor (1857-1942), quem

fez importantes trabalhos relativos ao magnetismo, apds o surgimento da teoria de Maxwell.

\ B

Figura 13.4

Vejamos esse mecanismo, levando em conta que a carga do elétron € negativa, isto é, o sentido
da corrente é contrario ao sentido do movimento do elétron (Figura 13.4).

Nesse caso P_M) e L tém sentidos contrarios. Como resultado da precessdo de Larmor, P_M) el
descrevem um cone, ou seja, € comunicado ao elétron um movimento complementar, em conjunto com

0 movimento orbital. O sentido desse movimento é definido pelo sentido da precessdo, o qual como
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indica a Figura 13.4, é tal que cria um campo magnético contrario a B, o que explica o fenbmeno do
diamagnetismo, de acordo com a teoria do movimento de um giroscopio.
Encontremos as condi¢cdes que satisfazem as linhas de inducdo do campo magnético na

passagem através da fronteira de separagdo de dois meios com diferentes permeabilidades magnéticas.

Tomemos a circulacdo do vetor H pelo percurso que abrange o elemento de fronteira, dl (Figura
13.5a). Vamos considerar o comprimento dos lados desse percurso, que passam pela fronteira,

tendendo para zero. Entéo,

§th| =1=0, (13.16)

L
pois, ndo existe corrente dentro do contorno. Consequentemente,

Hdl =H,,dl =0, (13.17)

onde H,, eH,, sdo componentes tangenciais do vetor H na parte superior e inferior do contorno, isso

é;H, e H,,, correspondente. Daqui, surgem as condi¢des de fronteira para H:

Hy=H,. (13.18)

A condicdo de fronteira para o vetor B (inducdo magnética, analoga ao vetor E na eletrostatica),

pode ser encontrada através da analogia do teorema de Gauss para B. As linhas do vetor B sdo sempre

fechadas. “Fontes” do magnetismo a semelhanca das cargas elétricas ndo existem, por isso:

§BndS =0, (13.19)
s

ou, na forma diferencial (ver formula (2.22)),
divB =0. (13.20)

Vamos aplicar a equacdo (13.19) a uma superficie fechada (contorno) em forma de um
paralelepipedo que inclui a fronteira de separagéo de dois meios com permeabilidades magnéticas g,
e u, (Figura 13.5b).

Diminuido as faces laterais do paralelepipedo até zero, obtemos de (13.19)
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B,S-B,,S=0, (13.21)

ou seja,
,=B.,. (13.22)

Daqui, temos

ou seja,

mo_ £ (13.23)

Ll L b superficie
$ + H, - de
1 — ~~  separacdo
H

Figura 13.5

Consequentemente, as componentes normais do vetor intensidade do campo magnético H ao passar

pela fronteira de separacdo de dois meios sofrem um salto, ou seja, sdo descontinuas, mas as

componentes tangenciais sao continuas.

Da continuidade das componentes tangenciais de H na fronteira entre dois meios, segue que as

componentes tangenciais de B na fronteira sofrem uma descontinuidade:

B B
Hy=—0%; H,=—2. (13.24)
y2yeh Ho
Como
Htl = th )
obtemos
B
BPu_ M (13.25)
B,
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Consequentemente, as componentes normais do vetor indu¢do magnética B, ao passarem pela fronteira
sdo continuas e as tangenciais sofrem um salto.

As relagdes obtidas permitem encontrar o angulo de refracdo das linhas de inducédo (Figura 13.6).

B. ‘
B,
a,
superficie |1, B
de >-
separagao M, / .
B,/a| B, Be
B,
Figura 13.6
B B
tga, =—%; tga, =—%, 13.26
o =g+ Wa=g~ (13.26)
tg a; — BtanZ — i — ﬂ (13 27)
t9a, B,B, B,

No estudo especifico das ondas eletromagnéticas, estas condi¢Bes de fronteiras serdo utilizadas
na solucdo das equactes de Maxwell.
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CAPITULO 14
MOVIMENTO DAS PARTICULAS CARREGADAS NUM CAMPO MAGNETICO

Estudemos o movimento de uma particula carregada num campo magnético uniforme. O campo
magnético, de acordo com a lei de Ampere, exerce uma forca na particula em movimento (ou seja, ha
corrente). Se a particula encontra-se em repouso, relativamente ao campo, entdo, ela ndo sofre acdo de
forga alguma por parte do campo. Se a particula possui a velocidade v, entdo, nela atua a forca de

Lorentz, a formula (11.23), ja apresentada anteriormente. VVamos escrevé-la novamente:
E, = e(#XB). (14.1)

Vamos tomar uma particula que se move de modo que a sua velocidade v esteja orientada na

direcdo perpendicular ao campo.

51E (14.2)
entdo,
F_=ev.Bsen 90° =evB. (14.3)
Vamos encontrar a aceleracdo da particula:
a=L_8VB (14.4)
m m

Essa aceleracdo, de acordo com a condi¢do (14.2), é perpendicular a v e B, e ndo varia com o tempo,
se v, B e e/m sdo constantes. Consequentemente, realiza-se um movimento em que v = const., a =
const. e perpendicular a velocidade. Esse movimento € circular (ou em espiral). Vamos encontrar o

raio R desse circulo. Pela formula do mddulo da aceleragéo centripeta, encontramos:
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v
a=—. (14.5)
R
Tendo em conta (14.4), obtemos:
v _evB (14.6)
R m'’
de onde segue que
mv
R=—. 14.7
B (14.7)

Conhecendo a velocidade v e o raio R, vamos definir o periodo T do movimento da particula ao
longo do circulo, isto é, o tempo de uma volta completa:

_2z7R _2zmv_ 2zm
\Y; veB eB

T

A formula

T_27m (14.8)
eB

2 eB , o e -
onde T :;” , 0= — € a chamada frequéncia ciclotronica,

confirma um fato importante: o periodo de rotacdo das particulas ndo depende das suas velocidades.
Este fato fundamentou a ideia basica da criacdo do acelerador ciclico de particulas carregadas, o
ciclotron. E até certo ponto curioso que a frequéncia de Larmor, ja apresentada acima, é a metade da
frequéncia ciclotronica.

Imaginemos que dois semicilindros ocos encontrem-se num campo magnético (Figura 14.1) e,

no espaco entre eles, seja aplicada uma diferenca de potencial V.

Figura 14.1
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Se a particula que se encontra no espaco entre eles, sob a acdo dessa diferenca de potencial
aceleradora, adquire uma velocidade v ,entdo, dentro de meio periodo (tempo) T/2, ela, depois de
realizar o movimento pelo semicirculo no campo magnético, entra novamente no espaco entre os dois
cilindros (chamados eletrodio-D). Se nesse momento for mudado o sentido da diferenca de potencial
(no espaco entre os cilindros) pelo contrario, entdo, ocorre aceleracdo da particula nesse espaco e esta
entra no segundo cilindro com maior velocidade. Com isso, 0 seu periodo de rotacdo ndo varia (mas o
raio aumenta) e ela, de novo, exatamente depois do intervalo de tempo T/2, volta aquele espago
daquele lado desde onde nds comecamos a observar o seu movimento. Concordando a frequéncia de
variacdo do sentido da diferenca de potencial com a frequéncia de rotacdo da particula, nos realizamos
a sua aceleracéo ciclotronica.

Ao lado dos ciclotrons, na técnica moderna dos aceleradores sdao amplamente utilizados os

fasotrons, baseados na variacdo da frequéncia da tensdo aplicada e os cincrotronsque garantem a acao

aceleradores de particulas variando a inducdo do campo magnético B. Notemos que, para grandes
velocidades, a condi¢do do sincronismo para o ciclotron (14.18) ndo se cumpre, pois, torna-se
significativa a dependéncia da massa da velocidade.

Vamos encontrar, agora, 0 campo magnético de uma particula carregada em movimento. De

acordo com a lei de Biot e Savart, o campo elemento de corrente Idl é expresso pela formula (11.13):

ap = o 2%, (14.9)
T r

Vamos fazer uma série de substituicdes.
| = jS=envSs,
I dl = jSdl =evndV, (14.10)

onde dV =Sdl elemento de volume.

O produto ndV da o nimero de particulas que criam a corrente | dl, ou seja,

1dl = eBdN, (14.11)
consequentemente,

dB = “_OM_ (14.12)

41 r?
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Daqui, obtemos o campo B, criado por uma particula

M, evsend
B = —_—— —, .
0=y 2 (14.13)

onde O é o angulo entre o vetor velocidade da particula e o vetor unitario 7, que determina a direcdo
no ponto de observacao.

Vamos encontrar, como exemplo, a intensidade do campo magnético H, criado por um elétron
que se move com a velocidade de 10% m/s, no vacuo, sendo que a distancia de sua trajetdria até o centro
éde 10°m, que é o raio atdmico médio.

Substituimos:

~16.10"°.10°

17107 Alm~10°A/m
T.

e=16.10"C: send=1; r=10"m; H

As leis do movimento das particulas carregadas no campo magnético permitem explicar o
chamado efeito Hall, observado em 1879 pelo fisico estadunidense, Edwin Herbert Hall (1855-1938).

Esse efeito consiste em que num condutor com densidade de corrente j, colocado num campo

magnético B, surge um campo elétrico Ey que é perpendicularaje B. Trata-se, portanto, de um efeito
eletromagnético transversal. Quando da descoberta do efeito Hall, sua importancia imediata foi a de
mostrar que os portadores de corrente elétrica nos metais eram cargas negativas discretas. 1sso era
contréario ao que se supunha na época. Ndo se supunha que os portadores de corrente nos condutores
metalicos fossem negativos, como também ainda ndo havia certeza que eles eram cargas discretas;
muitos ainda supunham que a corrente elétrica seria um fluxo continuo de uma substancia especifica.
O elétron s6 viria a ser “descoberto” alguns anos mais tarde. Atualmente, a importancia do efeito Hall,

na tecnologia moderna, é muito grande.

Seja um condutor com densidade de corrente j colocado num campo magnético B que é

perpendicular a j (Figura 14.2).

it

bl/  1E.

Figura 14.2

Vamos escolher a orientagcdo perpendicular de j e B para simplificar o estudo desse fenémeno.

Se o0 campo B ndo é perpendicular a j, entdo, a conclusdo que obteremos relacionar-se-4 com a
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componente perpendicular de B. Experimentalmente, para esse caso, Hall encontrou a formula para o

célculo da diferenca de potencial V|, que surge entre a face superior e inferior do condutor.

V, =R jbB, (14.14)
onde R é uma certa constante caracteristica do dado condutor (constante de Hall ou coeficiente de
Hall).

Examinemos esse fendmeno com base na teoria do movimento de particulas carregadas num
campo magnético. Como no condutor movem-se particulas carregadas (elétrons), sobre elas, por parte
do campo magnético B, age a forca de Lorentz (formula (14.1)):

E, = e(XB). (14.15)

No nosso exemplo, ¥ é perpendicular a B, consequentemente,

F =evB. (14.16)

Contudo, F, ¢é perpendicular a % e a B (na Figura 14.2, F_ esta dirigida para cima). Essa forca é

equivalente a acdo da tensdo elétrica aplicada na mesma direcgao:
F =eE,. (14.17)

Para o caso estaciondrio, consequentemente, € necessario o surgimento de um campo de compensacao
E, , isto é, o surgimento de cargas de superficie nas faces superiores e inferiores do condutor. De

(14.16) e (14.17), obtemos:
eE, =evBouE, =VvB. (14.18)

Expressemos v através de corrente j:

vV=—" 14.19
e ( )
entao,
iB
E,=—. 14.20
e ( )
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A diferenca de potencial entre as faces da amostra que se encontram a uma distancia b (Figura
14.2) é definida pelo produto:
jb 1 .
V, =E,b==—B=—jbB, 14.21
n=Byb=2rB =] (14.21)

e isso representa a relagdo de Hall (14.14) encontrada, experimentalmente. Com isso, contudo, nos

obtivemos também a expressdo para a constante de Hall, a constante R, ja indicada acima :

R=—. (14.22)

O efeito Hall permite encontrar 0 numero de portadores de corrente, por unidade de volume, n. Por
isso, medindo-se a diferenca de potencial V,, que surgiu como resultado do efeito Hall e substituindo

na formula (14.2) as grandezas conhecidas B, b, j e “e”. A Unica grandeza desconhecida é n que,
dessa maneira, pode ser calculada.

O fisico alem&o Klaus von Klitzing, nascido em 1943, recebeu o Prémio Nobel de Fisica, em
1985, pela descoberta da quantizacdo do Efeito Hall, ja que esse efeito fora também observado nos
semicondutores.

Na fisica dos semicondutores, o efeito Hall adquiriu uma importancia singular, como método de
determinacdo de n e do sinal dos portadores de cargas, 0 que permite tirar conclusdo sobre a
composicdo do semicondutor e a natureza das ligagdes quimicas. Grande importancia no estudo das
substancias semicondutoras adquiriu a independéncia que tem a constante de Hall, R, da temperatura,
permitindo assim pesquisar a caracteristica energética dos portadores de corrente. O efeito Hall

encontra também outra aplicacdo nos detectores do campo magnético. Se todas as grandezas, menos B,
na formula (14.21) forem conhecidas, entdo, ao se medir V,,, pode-se determinar a inducdo do campo

magnético. Tais detectores sdo chamados detectores de Hall.
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CAPITULO 15
LEI DA INDUCAO ELETROMAGNETICA

Desde a importante descoberta de Oersted, que se sabia que uma corrente elétrica é capaz de
criar um campo magnético nas suas vizinhangas. Michael Faraday (1791-1867), quimico e fisico
experimental inglés, de grande talento e intuicdo, que acreditava na simetria das leis fisicas, se propds
fazer um experimento inverso, no sentido de determinar se, em determinadas condi¢fes, um campo
magnético seria capaz de criar um campo elétrico. Foi assim que em 1831 ele conseguiu descobrir a lei
da inducdo eletromagnética. Nos EUA, Joseph Henry (1797-1878), trabalhando de modo independente
de Faraday, também descobriu o fendmeno da inducio eletromagnética. E por isso, que a unidade de
indutdncia no Sistema Internacional se chama henry. Embora Faraday tenha recebido pouca educacédo
formal, ele ndo deixou de ser um dos mais influentes cientistas de todos os tempos. Na juventude, ele
chegou a trabalhar como aprendiz de encadernador, quando teve a oportunidade de ler muitos livros
que passavam por suas maos.

Calculemos o trabalho realizado concomitante ao deslocamento de um condutor com corrente

no campo magnético B, dirigido desde nds, perpendicularmente, ao plano da espira. Vejamos o

esquema do experimento representado na Figura 15.1.

B ® A dl ® B
'
i
I !
—— | :
b 7 U | e 22 0
—lt Ib : |
|
|
'
|
r ® — "-: ® R
B % C < B
Figura 15.1

Suponhamos que a barra fina AC possa deslizar pelos lados da espira com corrente. O trabalho
realizado durante o deslocamento dessa barra a uma distancia dl é igual ao produto da forca pelo

caminho:
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dW =F.dl. (15.1)

A forca F é definida pela lei de Ampére:
F =1(bXB). (15.2)

E precisamente esta forca que provoca o movimento da barra AC ao lado da espira.

Considerando, que | = const, B =const e b LB.

dW=1IbBdl. (15.3)
Como mostra a figura, bdl € o incremento de area dS, ou seja,
dw =IBdS. (15.4)
O produto BdS é o incremento do fluxo do vetor B através da area dS , representado por d @ :
d®, =BdS. (15.5)
Para qualquer superficie, o fluxo do vetor B que passa através desta é expresso pela integral:
¢p = [ BydsS. (15.6)
Para um campo uniforme, temos simplesmente

dg = BSy. (15.7)

A unidade de fluxo magnético é naturalmente o fluxo com B, =1T e S=1 m2. Esta unidade é chamada

weber (Wb), em homenagem ao fisico Wilhelm Eduard Weber (1804-1891), amigo de Gauss e que fez

importantes trabalhos em eletromagnetismo. No sistema CGSM a unidade de fluxo é o maxwell

(Max), que é o fluxo de 1 gauss através de 1 cm2. Daqui, temos:

1Wb=10" Gs.10* cm =10° Max . (15.8)

De (15.5), obtemos a expresséo do campo B em termos do fluxo:
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5= 9% (15.9)
ds
Consequentemente, a férmula (15.4), pode ser escrita como
dW =1d ;. (0.10)

Voltemos ao esquema do experimento, representado na Figura 15.1. A corrente | passa pela
espira que possui contatos moéveis. Como resultado, h4 o deslocamento de AC, ou seja, realiza-se um
trabalho mecénico. Além do trabalho mecénico, no condutor é desprendido o calor de Joule, de acordo

com a lei de Joule-Lenz :

R1%dt=dW,

joule - (15.11)
Desta maneira, no intervalo infinitesimal de tempo dt, durante o qual o lado AC desloca-se de dl, é
realizado um trabalho geral:

AW +dW .. (15.12)

De acordo com a lei de conservacdo da energia, este trabalho é realizado pela corrente (o campo

magnético B é constante) e € igual a poténcia (V.1) multiplicada pelo tempo dt:

Vidt=dW +dW,

joule

Vidt=Id ®,+RI%dt,

ou
V = d®, +RI,
dt
de onde
_d@B
- dt (15.13)
- - )

Esta expressao, de forma analoga a lei de Ohm, mostra que, com o deslocamento do condutor, nos seus

. . - do
extremos, de acordo com o esquema acima, surge uma diferenca de potencial igual a TS Essa

diferenca de potencial, por convencéo, é chamada forca eletromotriz induzida. Naturalmente é preciso

levar em conta que, de fato, é uma diferenca de potencial e ndo de uma forca.
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Agora, podemos fazer a seguinte conclusdo: Com o deslocamento de um condutor no campo

magnético, nos seus extremos surge a diferenca de potencial

g.:—d®8 (15.14)

! dt

por convencdo € cochamada de f.e.m. induzida (lei da inducdo eletromagnética de Faraday), como
dissemos acima.
Se um circuito fechado move-se num campo magnético, entdo sob a acao da f.e.m. induzida, nele

surge a corrente induzida:

ou

1 dog
' R dt

(15.15)

Vamos esclarecer o sentido do sinal (—) nesta expressdo. Para isto, analisemos a formula (15.12)

D
|=%—l£. (15.16)

Esta férmula mostra que com o deslocamento da barra AC no campo magnético, a corrente total
diminui, ou seja, a corrente de inducdo tem sentido contrario a corrente original que provoca
movimento da barra AC. A chamada regra de Lenz (lei de Lenz) serve como generalizagdo deste fato.
Ela diz o seguinte: “A corrente induzida surgira com um sentido tal que ira se opor a variacdo do
fluxo que a produziu”. A regra de Lenz € uma consequéncia da lei da conservacdo da energia. Ha toda
uma série de fenbmenos e efeitos fisicos que ocorrem como acontece com a regra de Lenz, desde a
terceira lei de Newton até o principio de Le Chatelier, para as rea¢fes quimicas.

Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804-1865) foi um fisico estoniano de etnia alema, que adquiriu
fama ao publicar esta regra qualitativa em 1834. Na época, a Estbnia fazia parte do Império Russo. Ele
trabalhou varios anos na Universidade de Sdo Petersburgo, na Russia. Segundo consta na literatura,
independente de Joule, Lenz também descobriu 0 mesmo efeito. Por isso, as vezes o efeito Joule é
chamado de efeito Joule-Lenz.

O sinal “menos” serve também para indicar a presenca da regra de Lenz. Consequentemente, se
uma espira fechada move-se num campo magnético de tal forma que o fluxo que atravessa a mesma
varia, entdo, no circuito surge uma corrente induzida de sentido tal que origina uma reacdo ao

deslocamento.

148



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

E facil determinar a direcdo da corrente induzida, pela disposicdo das linhas de forca do campo
magnético. Por exemplo, se girarmos uma espira no campo magnético no sentido horéario (Figura
15.2), devera surgir uma agdo contréria, ou seja, a corrente na espira vai ser de tal forma que na parte

superior da mesma as linhas de inducdo sejam mais densas dentro da espira que fora dela.

v

v

Figura 15.2

Em outras palavras, dentro da espira (na sua parte superior) as linhas de inducdo do campo

criado pela corrente induzida e do campo constante B devem somar-se, enquanto fora dela subtrair-se.
De acordo com a regra do saca-rolha (regra da mao direita) a corrente que cria 0 campo deve passar na
parte superior da espira com sentido para o leitor e na inferior desde o leitor.

Este fendmeno pode ser interpretado do ponto de vista da variagdo do fluxo. A espira move-se de
tal forma que o fluxo do campo magnético B que a atravessa diminui, isto é, ela passa da posicao
paralela as linhas do campo Ba posicao paralela a este campo.

De acordo com a regra de Lenz, a corrente induzida deve atuar de modo que contrarie a varia¢ao
do fluxo (diminuicdo deste, nesse caso). Consequentemente, o sentido da corrente induzida deve ser tal
que o fluxo do campo magnético induzido aumente o campo B, somem-se dentro da espira.

Examinamos o caso do movimento de uma espira quadrada (ou solenoide) num campo uniforme
(Figura 15.3).

v
v
v

b= |

o s J|
= |
Y
w|

> > é’ TS >
| VA

(Da = BS (Db. = BScosa Q)B =0

\J

v
v

Figura 15.3

Determinemos o fluxo através da area limitada pela espira. Este fluxo é determinado pela

orientacdo da mesma, se ela se encontra no plano das linhas de inducdo, o fluxo atraves dela € igual a
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zero. Quando a espira € perpendicular as linhas, o fluxo é maximo. Em qualquer posicao, o fluxo é

igual ao produto de B,, (componente do campo B normal a espira) pela area da espira.

®, =BScosa, (15.17)

onde a é o angulo entre o vetor B e a normal 7 ao plano da espira.

Se a espira gira no campo magnético com velocidade angular constante @, entdo

a=wt, (15.18)
e, consequentemente,

®,=BScoswt. (15.19)

De acordo com a lei da inducdo eletromagnética (15.13), encontramos a f.e.m. induzida:

g =—d$B =—BS(—wsenwt)=w BSsenw t. (15.20)

e, consequentemente, a f.e.m. induzida varia em sinusoide com o tempo:
& =¢&, senmt, (15.21)

onde &, é o valor da amplitude da f.e.m. induzida:

&= BS. (15.22)

Notemos que o0 angulo a = wt foi contado a partir da posicdo paralela da espira. Nesse
momento, o fluxo &5 é igual a zero, pois, cosa = 1, mas a f.e.m. induzida € maxima, pois sena = 1.
Na realidade, no momento em que a espira passa pela posicao paralela, ha a maior variacdo do fluxo
através da espira; o fluxo varia mais rapidamente no momento em que hé o corte das linhas magnéticas

pelos lados da espira.

s o T , - o :
Outra posicgéo limite da espira é @ = - OU seja quando a superficie da espira é perpendicular

as linhas do campo B, caracterizada pelo fato de que nesta posicdo o fluxo &5 através da espira é
méaximo e sua variacdo ¢ minima (se os lados da espira deslizassem pelas linhas de indu¢do o fluxo

dentro desta permaneceriam quase constante).
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Se no lugar de uma espira for colocado um solenoide no campo magnético, entdo, na expressao

para a forca eletromotriz induzida entra o nimero de espiras N do solenoide:

& = oBSNsenat (15.23)

pois, em cada espira é criada uma f.e.m. induzida e todas as espiras estdo ligadas em série.

Da formula (15.13) conclui-se que uma f.e.m. induzida igual a 1 volt surge com a variacdo do
fluxo de um weber por segundo.

Uma das consequéncias do fendmeno da indugdo magnética é o surgimento da chamada corrente
de Foucault, ou corrente rotacional nos corpos metalicos rigidos que se movem no campo magnético
de tal forma que o fluxo do campo que as corta varia.

Se, por exemplo, entre dois pdlos de um ima for introduzida rapidamente, uma placa metalica,
entdo, pode-se sentir uma reacdo contraria ao seu movimento. Na placa, devido o campo néo ser
uniforme e o fluxo através da mesma ndo variar, surge uma corrente que cria tal campo magnético que
tem acdo contraria a variacdo do fluxo magnético que atravessa a area da placa.

Notemos que a rotacdo de um cilindro rigido no campo magnético (Figura 15.4a) conduz ao
surgimento de uma diferencga de potencial entre o eixo e a superficie do cilindro. Neste caso, a parte do
cilindro entre os contatos A e C é a parte mdvel do contorno que corta as linhas de indugdo. Por outro
lado, além desse fenbmeno, aqui, é necessario ter em conta a forca de Lorentz que da origem ao
deslocamento dos elétrons dentro do cilindro, o que também provoca o surgimento da corrente.

O fendmeno da indugdo magnética é utilizado para medir o valor da inducdo magnética. Se no
campo magnético B for introduzida uma espira ligada a um galvanémetro (Figura 15.4b) e gira-la
rapidamente, desde a posicdo paralela a vertical, entdo, o fluxo durante o tempo de rotacdo varia desde

zero a BS, sendo S a area da espira.

=

N\

’ 1
mi

A\

Figura 15.4

Surge uma f.e.m. induzida E; e consequentemente, a corrente [ = % onde R é a resisténcia total

do circuito. De acordo com a lei da inducdo magnética, temos:
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| - 1dPs ouldt=-
R dt

do,

Na parte esquerda desta equacdo estd uma grandeza que é igual a carga média medida pelo
galvanémetro:

dd,  BS
__ 0P _ 55 15.24
a R R (15.24)

Encontramos B ao medirmos a carga q por meio do galvanémetro, conhecendo S, que € a

superficie da espira, e R, resisténcia total.
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CAPITULO 16
AUTO-INDUCAO

O fenbmeno da inducdo eletromagnética consiste em que qualquer variacdo do fluxo magnético
que atravesse um circuito condutor cria uma corrente de inducéo neste circuito. Contudo, a variacao do
fluxo magnético também ocorre no caso em que o valor da corrente que passa pelo circuito varia,
mesmo que ndo haja nenhum campo magnético externo. Examinaremos um condutor com corrente
(Figura 16.1).

3 i ._E !
% < () (a corrente | -:]l—ll >0 (a corrente |

esta diminuindo) esta aumentando)

Figura 16.1

Se a corrente | é constante, entdo o campo magnético B também é constante e é definido pela lei

de Biot-Savart. Se a corrente | é funcdo do tempo | = f (t), entdo, a sua variagdo no tempo cria uma
variagdo do campo magnetico B, isto é a variagdo do fluxo @, que atravessa o circuito.

Consequentemente, de acordo com a lei da inducdo eletromagnética e a regra de Lenz, no condutor
deve surgir uma f.e.m. induzida que cria uma corrente suplementar que impede a variacdo da corrente
original: se a corrente diminui, a corrente induzida tem o mesmo sentido da corrente original; se a
corrente | aumenta, a corrente induzida estd dirigida em sentido contrario. Esse fendmeno de acéo
indutora da corrente em si mesma chama-se auto-inducéo.

No caso analisado, a f.e.m. induzida € definida pelas seguintes condi¢des. O fluxo magnético
criado pela corrente depende do valor da corrente I, da forma do condutor (por exemplo, se o condutor
é linear, circular ou forma uma bobina - solenoide) e também se o condutor esta isolado ou nele

influem condutores vizinhos, nos quais pode surgir corrente de inducéo.
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Examinamos a influéncia da forma do condutor na f.e.m. induzida surgida com a variacdo da
corrente no condutor, que € denominada “auto-inducéo”.

Em todos os casos, como sabemos, de acordo com a lei de Biot e Savart, 0 campo magnético das
correntes é proporcional ao valor da corrente, isto é, podemos expressar o fluxo magnético como uma

grandeza proporcional a corrente:

@, =L1I, (16.1)

onde L é um coeficiente de proporcionalidade que depende da forma do condutor e é chamado
“indutancia” do condutor (as vezes, é chamado “coeficiente de auto-inducdo”). A escolha da letra L
para representar a indutancia é uma homenagem a Lenz. Vamos encontrar a f.e.m. de auto-inducéo pela

formula de Faraday:

G0, d

— 16.2
' dt dt - (162

Agora, vamos estabelecer o sentido fisico, a dimensao e a unidade de medida da grandeza L que
caracteriza o condutor.

Se, pela sua forma,no condutor dl /dt é igual a unidade,isto é; com a variagdo de corrente em 1

ampére durante um segundo, surge a f.e.m. de auto-inducdo¢; igual a 1 volt, entdo, a indutancia do

condutor (solenoide) é igual a unidade. Essa unidade tem o nome de henry (H).

Vamos expressar a dimensdo da unidade da indutancia (henry) através da dimensdo de outras
grandezas mecanicas, elétricas e magnéticas.

De (16.2), segue:

[H]- - 13

Vamos substituir no lugar de volt, a sua dimensao expressa através de outras grandezas:

N.m N.m
Vi]=—=—-— )
V] C A.s ' (16.4)
logo,
N.ssm N.m
H = = ) .
[H] As. A A’ (16.5)
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Este resultado ajuda a expressar a dimenséo da permissividade magnética ¢, através da unidade

de indutancia (henry). A dimenséo de g, € facil definir através da expresséo de forca com a qual

interagem duas correntes paralelas a uma distancia b (formula(10.10)).

F_# il (16.6)
L 27 b’

Notando que a dimensdo de forca por unidade de comprimento nesta formula € N/m,
encontramos:

[t 1=z (16.7)

Comparando com a férmula (16.5), obtemos:

H
[ 1= (16.8)

No sistema CGSM a unidade de indutancia foi definida a partir da seguinte relaco:

}I[]H_[Il

|
lou] (8]s] [ ] |
=TT T T

Desta maneira, no sistema CGSM a indutancia ¢ medida em centimetros.\VVamos encontrar a
relagdo entre o henry e o centimetro:

8
1 = IWb _ 10 Max g5, (16.9)
1A 10°CGSM

Para certos casos, o valor de L pode ser encontrado facilmente por meio de um calculo. A esses
casos relaciona-se o solenoide (bobina), um dos elementos mais utilizados nos esquemas radiotécnicos.

Como sabemos, para um solenoide suficientemente grande, o valor da indugdo magnética é
definida pela formula (ver formula (12.16))

B=ppH=ppnl,
onde n é o0 nimero de espiras por unidade de comprimento.
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Se a f.e.m. induzida surge na bobina, entdo ela € igual a soma das f.e.m. de cada espira, por isso,
o calculo da f.e.m. nos extremos da bobina pode ser substituido pelo célculo da f.e.m. para uma espira,
mas para a bobina o fluxo deve ser multiplicado pelo nimero de espiras N. Se o comprimento da

bobina é I, entdo, o fluxo é definido pela grandeza:

®, = NBS =nlBS,

(16.10)
O, = puu, nlSI,
consequentemente, a indutancia L do solenoide é igual a grandeza:
L =gy n*IS. (16.11)

Vamos encontrar essa grandeza para um exemplo concreto. Tomamos uma bobina cujo comprimento
mede 20 cm, seccdo transversal de 100 cm?, nimero de espiras 200 (Figura 16.2).

Figura 16.2

Vamos calcular a sua indutancia no vacuo (ou no ar).

L=zun*lS =4710".10°.0,2.0,01=
=87.107.10°.10° =
=87.10"H =
=87.10°cm

Como se pode ver nesse exemplo, a unidade de indutancia (henry) é muito grande, para a medicdo da

indutdncia de bobinas tipicas da radiotécnica. Por isso, na préatica, habitualmente, sdo utilizadas

unidades menores: o milihenry (1mH =10°H ) e o microhenry (14H =10°H).
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Da foérmula que define a f.e.m. induzida:

_ 4o,
' dt

segue que, para o fendmeno da auto-inducéo, o valor desta f.e.m. pode ser calculada pela derivada do

produto do coeficiente L pela corrente:

@, =L1I

isto é ;

d dl o dL
=——|(LIl)=—|L—+ 11— 16.12
f dt( ) [ dt dtj (1642

Se a grandeza L depende da corrente, 0 que € tipico para ao materiais ferromagnéticos, entao:

dL _ dL di

== 16.13
dt di dt’ ( )
A férmula (16.12) toma a seguinte forma:
dL) dl
g=—|L+l—|—. (16.14)
dl ) dt

. . . dL . .
Desta maneira, a f.e.m. auto-induzida depende da grandeza IE' Para uma bobina com nucleo, ela pode

ser muito grande e criar uma corrente de inducao significativa.
Examinemos o surgimento de corrente auto-induzida ao fechar e abrir um circuito elétrico.

Vejamos 0 esquema representado na Figura 16.3.

1 K 2
e b L
v
R
Figura 16.3
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Neste circuito, temos uma bobina com indutancia L, uma resisténcia R, uma fonte de energia ¢
e um comutador K, para fechar e abrir o circuito (contatos 1 e 2, respectivamente). No momento em

que se desliga a fonte € (o comutador passa do contato 1 para o0 2) na bobina L o fluxo magnético

comeca a diminuir, isto €, nos extremos do circuito surge uma diferenca de potencial:

8i=—|_d—|
dt ’

criada pela corrente induzida e igual a queda de tensdo na resisténcia:

di (16.15)

IR=-L—.
dt

Nosso objetivo agora € resolver essa equacdo diferencial. Para isto, vamos escrevé-la da seguinte

forma:
d—l = R dt (16.16)
| L
de onde obtemos:
dl R
—=—— | dt. 16.17
| 2 j ( )
ou
R
Inl=——1t+In C. (16.18)
Consequentemente,
|- Ce—%t (16.19)

Portanto, depois de desligar a fonte €, no circuito continua a existir uma corrente, que decresce

exponencialmente (Figura 16.4).

N

1 K.
8 N &

\\.\‘; =] L
\\\ 1—

, G I

. ~ 3 R,>R
|0 — R [
I I, !
Figura 16.4
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Se no instante em que se desliga (t = 0) a corrente era igual a I, , entéo,
IO:C{e_L[J =C, (16.20)
t=0

Vamos encontrar 0 o intervalo de tempo 7, durante o qual, depois de se desligar, a corrente

diminui de e = 2,72 vezes, isto &,

isto é;

Tt (16.21)

de onde segue que

1-27-0 e r=—, (16.22)

A grandeza T é chamada “constante de tempo”. Ela caracteriza a velocidade de decréscimo da
corrente. Quanto maior for a inducdo da bobina e quanto menor a resisténcia, tanto mais lentamente
decorre o processo de decréscimo da corrente.

Vejamos, agora, 0 processo do fechamento do circuito da corrente, isto €, a passagem do comutador da
posicdo 2 (Figura 16.3) para a posicdo 1. No momento de fechamento e nos momentos posteriores

atuam duas f.e.m.: da fonte ¢ e da indugdo ¢;, consequentemente, de acordo com a lei de Ohm

IR=¢+e¢ :6—Ld—|, (16.23)
dt
a Ry_e (16.24)
dt L L

Esta € uma equacdo diferencial linear ndo homogénea. De acordo com um teorema concernente as

equacOes diferenciais ndo homogéneas, a sua solucao é a soma da solucéo geral da equacéo diferencial
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homogénea (a parte direita é igual a zero) e de uma solucéo particular da equacdo ndo homogénea (a

parte direita é diferente de zero). A solugdo geral da equacdo homogénea é conhecida:

| —cet! (16.25)

hom. —

e a solucdo particular, encontramos facilmente, tendo em vista que a parte direita da equacdo

diferencial acima é constante. Sendo assim, a solugéo particular também é constante:

&

| oart, = E (16.26)
Consequentemente, a solucdo procurada tem a forma:
c _R
R
Tomando t = 0 a corrente | = 0 (momento da ligacéo, t = 0), obtemos
&
C=-=, (16.28)
R
de onde segue que
& Ry
I:E[l—e LJ. (16.29)

O gréafico do aumento da corrente no circuito com indutancia esta representado na Figura 16.5.

[4

) —a

~|Mn

e F 31

Figura 16.5
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CAPITULO 17
CONSEQUENCIAS DA LEI DA INDUCAO ELETROMAGNETICA

As relacbes fundamentais que descrevem o fendmeno da inducdo eletromagnética e da auto-
inducdo permitem encontrar a expressdo para a energia do campo magnético.
Examinemos o caso em que ocorre uma Vvariacdo do fluxo magnético tal que a corrente varia

desde | até zero. Durante esse processo, no decorrer do tempo dt, realiza-se o trabalho elementar

dw = g1 dt, (17.1)
ou
dw :—dj’tB | dt = —1da, . (170.2)
Substituindo d®, = Ldl , obtemos
dw =—-LIdI, (17.3)
de onde
0 2
LI
W =-L|Idl = . 174
.I , (17.4)

Para encontrar a densidade de energia do campo magnético, vamos ter em conta que conhecemos
a indutancia L de um solenoide e que o campo no interior desse solenoide pode ser considerado

uniforme e relacionado com a corrente pela formula:

H=nl. (17.5)

Substituindo na férmula (17.4) a corrente obtida de (17.5) e a indutancia L (férmula (16.11)),

obtemos:
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2

1S H
HEIS " , (17.6)
W = f = E'u /JOIS H .

Tendo em conta que IS =V ¢ volume do solenoide, obtemos para a densidade de energia, isto é, a

energia do campo magnético por unidade de volume, a grandeza:

W= (17.7)

Essa expressdo € geralmente escrita de outra forma:

We H.uu,H _ HB.

2 > (17.8)

Examinemos o trabalho que é gasto na magnetizacdo de um ferromagnético.
Seja colocado num solenoide bastante longo um nucleo ferromagnético. Se uma corrente |

percorre 0 enrolamento do solenoide, na sua regido interior cria-se um campo magnético

H=nl. (17.9)

As propriedades magnéticas dos corpos magnéticos dependem, além dos tratamentos térmicos e
mecanicos, também das magnetizacBes precedentes. A fim de observar esta dependéncia das
magnetizacbes precedentes, € preciso mostrar os resultados de um ensaio experimental sobre um
diagrama. O diagrama sera construido marcando nas abscissas o0s valores da intensidade do campo
indutor H e nas ordenadas os valores da inducdo magnética B, que o corpo adquire progressivamente
quando o campo magnetizante varia segundo determinada sucessao de valores.

O material se magnetiza aos poucos, variando os valores da inducdo B, conforme indica a curva

tracejada (Figura 17.1).

'Bm

Figura 17.1
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Em correspondéncia ao valor H, do campo magnetizante, a inducéo, tendo alcangado o valor

B, ndo aumenta mais de forma perceptivel. A partir desse ponto, mesmo aumentando

m
consideravelmente o campo indutor, o valor da indu¢do magnética nao varia mais de forma apreciavel.
Nestas condi¢es se diz que o material alcangou o estado de saturagdo magnética.

Em seguida, faz-se diminuir o campo indutor gradativamente de H, até zero. A inducdo

magnética diminui conforme a linha (1), mantendo para cada valor do campo indutor valores
superiores aos que ela alcancou na fase da subida. Quando o valor do campo indutor é zero, a amostra

de prova possui ainda a magnetizagédo B, que se chama magnetizagdo residual. Torna-se visivel que,

na fase de descida, os valores da indugédo B variam com certo atraso em relagcéo aos valores alcancados
na fase de subida. Deste fato provém o nome histerese, que no grego quer dizer atraso, retardo. Ja
vimos o fendmeno da histerese quando estavamos abordando os materiais ferroelétricos.

A histerese que é tipica dos materiais ferromagnéticos é de grande importancia nos mais variados
dominios da atividade industrial moderna. Ela ja encontrou aplicacdo nas fitas de gravacdo e na
producdo de discos de vinil, nos discos rigidos dos computadores, nos cartfes de créditos, e por ai vai.

Para anular o magnetismo residual, é preciso inverter a corrente no solenoide, de maneira que o
campo indutor inverta seu sentido, adquirindo valores negativos com respeito aos precedentes. O valor

da intensidade de campo indutor —H, necessario para anular o magnetismo residual, chama-se forca

coercitiva.

Fazendo variar a intensidade do campo indutor até o valor —H_ (igual e contrario de H ), a
inducdo magnética aumenta, conforme a linha (2) até alcangar o valor — B, (igual e contrarioa B,,),

verifica-se a saturacdo do material.
Deste ponto, reconduzindo o campo indutor gradativamente a zero, a indu¢do magnética diminui,

conforme a linha (3) até o valor — B, igual e oposto ao precedente valor B, .
Invertendo o campo indutor e fazendo-o crescer até H,, a indugdo magnética aumenta do valor
—B, até ovalor B, , conforme a linha (4).

A curva assim construida chama-se ciclo de histerese.

A natureza fisica do ferromagnetismo consiste em que as substdncias ferromagnéticas sdo
constituidas de regides de magnetizacao total, chamadas dominios.

Num campo magnético externo, os dominios orientam-se segundo 0 campo e acrescentam a este
um campo magnetico forte. A origem dos proprios dominios esta relacionada com os spins dos
elétrons que, em determinadas condicGes, de acordo com as leis da mecénica quéntica, podem orientar-
se paralelamente um ao outro. Na auséncia de um campo externo, os dominios possuem uma

orientagdo cadtica e 0 momento magnético do corpo é igual a zero.
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O campo externo orienta os dominios e esta orientacdo, em parte, se conserva, depois de
desligado o campo indutor, o que explica o fendmeno de magnetizacédo residual, e consequentemente, a
histerese.

Os dominios possuem a dimensédo de cerca de 10~* — 10~ 3cm, isto é, podem ser observados
com auxilio de um microscopio.

Se a substancia ferromagnética for aquecida, com o aumento da temperatura, 0 movimento
térmico suscita uma desordenacdo dos dominios e, quando se atinge determinada temperatura, a
substancia perde suas propriedades ferromagnéticas. A temperatura critica de passagem do

ferromagnetismo ao paramagnetismo chama-se ponto de Curie (TC). Para o ferro, por exemplo, ela é

igual a 768 °C. Do ponto de vista termodinamico, a passagem de um material do estado ferromagnético
para 0 estado paramagnético € uma transicdo de fase de segunda ordem. Uma transi¢do de fase de
segunda ordem ¢é caracterizada por ser uma espécie de salto abrupto, ocorrendo a0 mesmo tempo em
todo o volume da substancia, resultante da mudanca de simetria de sua rede cristalina.

Se a temperatura da substancia toma valores acima do ponto de Curie, € valida a lei de Curie-

Weiss:

, (17.10)

onde y, € a susceptibilidade magnética de um quilograma-atomo, C € a constante de Curie, que

depende das propriedades da substancia e T é a temperatura absoluta.
Para as substancias paramagnéticas, esta formula toma a expressao da lei de Curie, ja vista no

capitulo 12:

(17.11)

_C
In =7

Por isso, pode-se dizer que todas as substancias a altas temperaturas sao diamagnéticas ou
paramagnéticas. No tocante a Lei de Curie, Langevin pdde concluir que a constante C, para um mol de
substancia, € diretamente proporcional ao quadrado do momento magnético intrinseco da molécula,
multiplicado pelo numero de Avogadro e inversamente proporcional ao produto da constante de
Boltzmann multiplicada por trés. De modo que ym = Nu?/3kT. Em 1907, a teoria de Langevin foi

desenvolvida por Pierre Weiss, para dar conta do ferromagnetismo.
Agora, vamos calcular o trabalho gasto na magnetizacdo de um ferromagnético pela formula:

dW = 1dd,,. (17.12)

Para um solenoide, o fluxo elementar d®, é definido pela expressao:
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dd, =nlISdB, (17.13)

onde n € o numero de espiras por unidade de comprimento en.l =N, nimero total de espiras, S é a

area de uma espira.
Substituindo (17.13) em (17.12) e expressando a corrente | de (17.9), obtemos:

AW = % IS dB, (17.14)
ou
dW = H dBV, (17.15)

onde V =1S, volume do solenoide. Consequentemente, por unidade de volume, obtemos o trabalho

W = § HdB, (17.16)

isto €; o trabalho de magnetizacdo é numericamente igual a area limitada pela curva da histerese (ver
Figura 17.1). Portanto, devido a histerese este trabalho ndo é nulo.

A variacdo do fluxo magnético que cria a f.e.m. induzida pode ser obtida naqueles casos em que
o fluxo magnético criado pela corrente em um circuito atravessa outro.

Se, por exemplo, um solenoide encontra-se dentro de outro solenoide, entdo, a variacdo da
corrente num deles cria corrente no outro. Eles sdo cortados pelo fluxo magnético comum e a sua

variagdo cria uma corrente induzida.

Examinemaos, por exemplo, o esquema representado na Figura 17.2.

Figura 17.2

Num ntcleo anelar de ferro estdo enroladas duas bobinas com nimero de espiras N; eN,. Se a
bobina N, for percorrida por corrente entdo, um campo magnético surge também dentro da bobina
N, , pois, o fluxo magnético esta dirigido ao longo do nicleo de ferro. Esse fluxo magnético @;,, no
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caso geral, representa parte do fluxo magnético @ ,, criado pela bobina N,. Vamos introduzir o

B1’
coeficiente de proporcionalidade entre @ ;, e a corrente |, nabobina N, .

Dy, = My, (17.17)
Esse coeficiente de proporcionalidade, para os casos analogos aos estudados, chama-se coeficiente de
indugdo mutua.
Neste caso, a grandeza M,, pode ser encontrada facilmente:

®,, = BSN, = 12, HSN, . (17.18)

Para a circulacdo de H pelo eixo do nucleo, temos:

HI = N,I,, (17.19)
isto é,
H = Nll'l (17.20)
Consequentemente,
DOy, = u ,uONlNZ% 1, (17.21)
de onde, obtemos
M21=,u,u0N1N2§. (17.22)

Para encontrar o valor das correntes induzidas criadas pela variacdo do fluxo magnético de um
circuito imerso no campo de outro, é preciso, desta maneira, conhecer o coeficiente de indutancia
mutua desses circuitos.

O esquema representado na Figura 17.2 € de um transformador que se destina a aumentar
(diminuir) a tens&o alternada.

De fato, considerando o fluxo @, = ®,, =D, isto &, as linhas de indugdo magnética ndo

saem dos limites do nucleo, entdo,

d(BS
gll__(d—t)Nl,
d(BS
Eip =~ (dt )Nz,



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

de onde se conclui que

g Ny (17.23)
& N’
isto €, a tensdo nos terminais de uma bobina é tantas vezes maior que a tensao na outra, quantas vezes
€ maior 0 seu nimero de espiras.

Notemos que na construcdo de transformadores, leva-se em conta a eliminagdo das correntes de
Foucault que surgiriam no processo de variacdo do fluxo magnético em um ndcleo magnético, em um
nucleo rigido de ferro. Para evitar as correntes de Foucault, o nucleo dos transformadores € feito de
laminas isoladas uma da outra e ndo de um metal massivo.

Para concluir, vamos encontrar o fluxo magnético no nicleo de uma bobina.

Encontremos a circulacdo de H pelo circuito, incluindo o eixo do nucleo (comprimento total I) e

a sua continuacéo na fenda (de largura |,) conforme indica a Figura 17.3.

J— :
| +—r 1
ma g l:
—I i :
~H----L.a-—--l
H,
Figura 17.3
HI + H,l, = NI. (17.24)
() )
Ho=—2-, H,=—2, (17.25)
M oS HoS
De | + Ps I, = NI. (17.26)
HHeS  HoS

Desta relacdo, obtemos a férmula para encontrar @

NI
0 (17.27)

HHgS oS

DO, =

Esta relagdo ¢ valida para qualquer nimero de partes que constituam o nucleo com diferentes valores

de . Elatem o nome de formula de Hopkinson.
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Notemos que no tocante a sua estrutura, ela lembre a lei de Ohm. Se NI for chamado de forca

I NP - L «
+—L— de resisténcia magnética do circuito, R, , entdo,

magnetomotriz, &, , e
S 1S

P, =0 (17.28)
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CAPITULO 18
CORRENTE ALTERNADA

Como sabemos, com a rota¢do uniforme de uma espira imersa num campo magnético, o fluxo

@, que atravessa 0 plano da espira varia com o tempo segundo a lei:
@, =BScosmt . (18.1)

A f.e.m., induzida, de acordo com a lei de Faraday, é igual a primeira derivada do fluxo pelo

tempo, tomada com o sinal contrario, em conformidade com a regra de Lenz:

g :—ddqu = -BS(—wsenwt)=+wBSsenwt . (18.2)

Vamos representar o valor da amplitude da f.e.m. através de &, =+ @B S
& =&, Senwt

Pela mesma lei vai variar a f.e.m. induzida em uma bobina localizada perto de um ima que gira
(Figura 18.1).

N
sf

Figura 18.1
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A construcdo dos geradores de corrente alternada baseia-se neste principio. Naturalmente, a
rotacdo de um ima faz variar o campo, alternadamente, em todas as partes do espaco circundante, por
isso, para a construgdo de um gerador de corrente alternada, é mais vantajoso tomar vérias bobinas,
como é mostrado, por exemplo, na Figura 18.2.

Como mostra a Figura 18.2, as bobinas 1 e 11 estdo ligadas em série, de tal forma que o sentido
das correntes nelas induzidas seja 0 mesmo. Neste caso, a f.e.m. aumenta duas vezes. Além disso, mais
bobinas, bobinas 11l e IV, ligadas em serie entre si, ddo o segundo circuito da corrente.

No primeiro par de bobinas, seja a fase inicial ¢, =0, isto é, nelas a f.e.m. varia pela lei

g=¢&,5enowt | (18.3)

no segundo par de bobinas a diferencga de fases entre elas é @, =

N
D

& =&, Sen(a)t — %) . (18.4)

Figura 18.2

No esquema do gerador, Figura 18.2, temos dois circuitos de corrente. Vamos representa-|os,
esquematicamente, como é mostrado na Figura 18.3a. Esse esquema pode ser representado de outra

forma tornando comum um dos fios (Figura 18.3b).
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a) %l — % — —

Figura 18.3

T
As correntes nos dois circuitos indicados tém diferenga de fase de E O esquema da Figura

18.3b pode ser utilizado para a ligacdo do consumidor de corrente de trés formas:
1. Ligar o consumidor entre as linhas 1 e 2,
2. Ligar o consumidor entre as linhas 2 e 3,

3. Ligar o consumidor entre as linhas 1 e 3.

Vamos encontrar a tensdo entre as linhas 1 e 3, tendo em conta que a tensdo entre as linhas (1 e
2) e (2 e 3) sdo dadas pelas formulas (18.3) e (18.4):

&, =&, Senwt,

T (18.5)
Exy =&, 5N ot—— |-
2
VVamos atribuir ao potencial do fio 2 o valor zero, entéo,
ou
T T T
&3 = E,SENwt—g,8en| ot—— | = 2¢,5en —Cos| ot — — (18.7)
2 4 4
T
=&, \/Esen[a)t + Ej | (18.8)

Desta forma, o esquema analisado permite obter trés correntes com diferentes fases. As

amplitudes de duas correntes sdo iguais e a terceira amplitude é maior V2 vezes.
O esquema de gerador analisado representa o caso mais simples de gerador de corrente

polifasico; gerador bifasico. O numero de fases de um gerador, naturalmente, vai depender do nimero

171



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

de bobinas que possui. Ampla aplicacdo técnica recebeu a corrente gerada pelo gerador trifasico, a
corrente trifasica. Analogamente ao esquema da Figura 18.3b, no caso de trés bobinas, € possivel

tornar comum um fio (Figura 18.4).
LW i

Figura 18.4

Podemos ligar o consumidor de corrente entre quaisquer dois fios, por exemplo, 1-2,2-4, etc.
. . 2 _ .
Conhecendo-se a diferenca de fases (ela é igual a ? entre bobinas vizinhas), pode-se calcular a

amplitude e a fase de tensé@o entre dois condutores quaisquer.A associacdo de bobinas, mostrada na
Figura 18.4, chama-se “ligacdo em estrela”. A corrente trifasica permite também outro tipo de ligacao,

chamada “ligacéo em triangulo” (Figura 18.5).

LN S

Figura 18.5

Aqui, o consumidor de corrente é ligado entre quaisquer das trés saidas. A ligacdo em triangulo é
] . . 2w
possivel porque a corrente em cada bobina difere-se pela fase de ? Pode-se mostrar, com

facilidade, que no circuito constituido de trés bobinas que como se estivessem em curto-circuito uma
com a outra, a corrente na realidade é igual a zero. Vamos representar as correntes nas bobinas por

i,,1,,1; € vamos soma-las:

=i +1, +i, =i,senot + iosen(a)t— 2?”) + iosen[a)t - 4?7[) . (18.9)

mas,
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27 A
sen (a)t - —j + sen(wt - —j =
3 3 (18.10)

=2sen (ot — E)COS% =-senmt.

Consequentemente, i = 0, isto €, no caso da corrente trifasica, a ligagdo em triangulo, no final de
contas, ndo significa curto-circuito, a corrente resultante no circuito de trés bobinas é igual a zero.
Examinemos, agora, a passagem da corrente alternada através de circuitos constituidos por uma
resisténcia, um capacitor e uma indutancia, correspondentemente.
Seja o circuito de corrente alternada que consiste de uma indutancia L (Figura 18.6), no qual se

aplica uma diferenca de potencial:

V =V,cosmt . (18.11)

e

1 L 2

5 ~V —
Figura 18.6

Pela lei de inducéo eletromagnética, nos extremos de uma bobina surge uma f.e.m.:

g =—L— (18.12)

A diferenga de potencial entre os pontos 1 e 2 é igual, por um lado, a V, e por outro, a —&; , isto

é:
V=-g,  V+g=0 (18.13)
Consequentemente,
V, coswt — Lz—lzo, (18.14)
A A
d1=-2cos(wt)dt, | =—2senwt +const. (18.15)
L ol

Supondo que t = 0, a corrente € igual a zero determine que const = 0. Consequentemente,
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I:isena}tzhcos wt-2]. (18.16)
ol ol 2

Desta maneira, a corrente no circuito de indugdo tem um atraso de fase de g em relagdo a tensdo.

Encontremos, agora, a corrente se o circuito é representado pelo capacitor C (Figura 18.7).

iy

C

—c’*Vo——

Figura 18.7

Define-se a tensdo V¢ no capacitor C pela relacao:

q
Ve =—. 18.17
=g (18.17)
Datensdo V = -V, encontramos V +V, =0 ou
V, coswt+%:0. (18.18)
Vamos derivar essa igualdade:
1dg
-V,wsenot+ = —=0. 18.19
o@SEN @ C dt ( )
Tendo em conta que
dqg
|l =——. 18.20
it (18.20)
temos
V, asen cot+él =0, (18.21)
isto &,
| =-V,Cosenwt = oCV,sen(— ot)
ou
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| = wCV, cos| wt+ 2= |=1.cos| wt+2Z | (18.22)
0 2 0 2

Como mostra essa expressdo, a corrente no circuito que contém o capacitor adianta da tenséo pela fase

T
de —.
2

Se num circuito de corrente alternada encontra-se uma resisténcia R, entdo, ndo se verifica

deslocamento de fase entre a corrente e a tensao:

I R=V,cosmt, (18.23)
isto é,
I =\%coswt . (18.24)

Vamos encontrar a razdo entre a amplitude de corrente e a amplitude de tenséo para os trés casos

analisados. A amplitude da tensdo é dada por V.

Para 0 caso do circuito indutivo (ver formula (18.16)), a amplitude da corrente expressa-se pela

formula:
l, =—2. (16.25)

Consequentemente, a razdo entre a amplitude da tensdo e a amplitude da corrente, isto €; a resisténcia

da bobina, é igual a @ L. Vamos chama-la de “resisténcia indutiva” e simbolizada pela letra R, :
R =oL (18.26)

No caso de um circuito constituido por um capacitor, encontramos

I, =V,oC, (18.27)
de onde

v, 1

— = 18.2

I, oC (18.28)

Desta maneira, a resisténcia do capacitor pode ser encontrada pela formula:
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E importante sublinhar que a natureza de R, eR. no tem ligag&o com a resisténcia 6hmica.

Se o circuito consiste de uma resisténcia, de um capacitor e de uma indutancia, entdo, o célculo
da corrente com uma dada tensdo alternada é possivel de realizar, somente tendo em conta as relagGes
de fase.

Entretanto, a maneira mais comoda de fazer esse calculo consiste no seguinte procedimento. Para
diferentes ramos dos circuitos, as relacdes de fase entre a tenséo e a corrente devem ser escritas com o
auxilio dos niumeros complexos e das suas representagdes geométricas, o que forma o conteido do

chamado método simbélico na eletrotécnica.

176



CAPITULO 19
EQUACOES DE MAXWELL

As leis do eletromagnetismo como um sistema de equacbes que descreve o vinculo entre as
fontes do campo elétrico e do campo magnético, as suas intensidades e inducdes, na forma mais geral,
foram formuladas pelo fisico e matematico escocés James Clerk Maxwell (1831-1879). O primeiro
trabalho de Maxwell, entre 1855 e 1856, foi intitulado “On Faraday’s lines of force”. Era uma tentativa
de dar um tratamento matematico as concepcbes de Faraday. Nesse trabalho, ele fez uso de modelos
mecénicos e das analogias fisicas. A sua teoria madura foi publicada no artigo “A dynamical theory of
the electromagnetic field” de 1865 e em “A Treatise on Electricity & Magnetism”, obra em dois
volumes, publicada em 1873.

J& no Prefacio ao volume 1 do “Treatise”, Maxwell lembra que grandes progressos no campo da
eletricidade e do magnetismo haviam sido realizados, principalmente, na Alemanha, por Gauss,
Weber, Riemann, Carl Neumann, e outros, com base na teoria da acdo a distancia e a concepcao de
cargas elétricas como centros de for¢as centrais. Entretanto, Maxwell avisa ao leitor que sua concepcao
fisica dos fendbmenos tinha como base a visao de Faraday dos fenbmenos eletromagnéticos, rejeitando
assim a ideia de acdo a distancia, em prol de uma teoria de campo de acdo local. Maxwell chega a
escrever que onde os matematicos viram centros de forcas de atracdo a distancia, Faraday viu linhas de
forcas, representando acBes locais em um meio que permeava 0 espaco entre as cargas elétricas e 0s
magnetos. O grande mérito de Maxwell é o de conseguir expressar as concepgdes fisicas de Michael
Faraday em uma linguagem matematica robusta, que se concretizou nas famosas equacgdes de
Maxwell. Em seus trabalhos, Maxwell formulou os resultados experimentais obtidos por Faraday em
termos dos operadores vetoriais div e rot, que ja haviam sido empregados anteriormente por Stokes.
Uma de suas observacOes foi que, da mesma forma que as cargas de polarizacdo num dielétrico
produzem um campo elétrico, a corrente de polarizacdo deve produzir um campo magnético.

De fato, alguns anos antes dos importantes trabalhos tedricos de Maxwell, o estudo do
eletromagnetismo ja havia sido enriquecido pelas pesquisas de Faraday, que descobriu a lei da inducao
eletromagnética, a lei da corrente elétrica nos liquidos, o fendbmeno de rotacdo da superficie de

polarizacdo das ondas e uma série de descobertas fundamentais na fisica.
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Pode-se dizer que as equacbes de Maxwell representam a generalizacdo dos dados
experimentais, obtidos na primeira metade do seculo XIX, como resultado das pesquisas dos
fendmenos da eletricidade e do magnetismo, realizados por muitos cientistas de diferentes paises.
Estas pesquisas foram generalizadas nas formas das leis de Coulomb, Ampere, Biot e Savart, a lei da
inducdo de Faraday e do teorema de Gauss. Entretanto, o leitor desavisado pode ficar surpreso ao
folhear os textos escritos por Maxwell, pois 1& no ird encontrar as conhecidas equactes de Maxwell,
na forma em que elas aparecem nos livros didaticos. E que sua escrita candnica, na forma vetorial que
hoje conhecemos, s6 veio ocorrer alguns anos mais tarde, gracas as contribuicdes de Heinrich Hertz e
Oliver Heaviside.

Em complementacdo aos conhecimentos existentes sobre as leis do eletromagnetismo, Maxwell
analisando e generalizando os dados experimentais e reavaliando conhecimentos tedricos sobre o
assunto, chegou a conclusdo fundamental sobre a existéncia das chamadas correntes de
deslocamento.

Vejamos esta questdo com base nos fendmenos e nas leis do eletromagnetismo, ja estudados por
nos nos capitulos anteriores deste livro.

A circulacdo do vetor intensidade de campo magnético, em qualquer meio, em volta de um

condutor percorrido pela corrente | é igual a esta corrente:

fHﬂl:L (19.1)
l

Esta equacdo € hoje conhecida como lei de Ampere (lei circuital de Ampere). Entretanto,
Ampere nunca escreveu uma equacdo empregando conceito de campo magnético. Ele lidou apenas
com conceitos de forcas centrais.

Expressemos a corrente | por meio da densidade de corrente’j na forma :

1= J.ds, (19.2)
/

de onde segue :

fmmthm. (15:3)
S

Vamos introduzir a opera¢do matematica chamada rotacional e simbolizada por “rot”,de acordo

com a seguinte definigéo:
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rot,H = lim ,
-0 [ds

(19.4)

onde[ dS - é a area limitada pelo contorno [; a diregdo de VxH é perpendicular a esta area (que é
mostrado pelo simbolo n).

Desta maneira, o rotacional representa o limite da razdo entre a circulagdo pelo contorno | e a
area limitada pelo contorno se o seu comprimento (e consequentemente, a area limitada por ele) tende
para zero.

Para os fenbmenos eletromagnéticos, este limite, de acordo com a formula (19.3), pode ser

escrito assim:

fH.dl [i.ds
lim des =|Imsjds . (19.5)
S

S

Com 1—0 , através do elemento de superficie passa a corrente dI = j,dS que se pode considerar
independente das coordenadas dentro do elemento dS, isto é, a corrente é definida pela sua densidade

em dado ponto :

[ids=j,[ds. (19.6)

S S

Como a orientacdo da &rea dS € arbitraria e a normal a esta coincide com a direcdo do rotacional de
(19.4), (19.5) e (19.6), obtemos:

rot,H =7J. (19.7)

Esta equacdo, a primeira vista, representa uma generalizagdo da férmula para a circulacéo de H, isto é,

a generalizacdo das leis de Ampere, Biot e Savart . Por outro lado, a expressao assim escrita cria a

seguinte contradi¢do: como H é um vetor de um campo rotacional (vetor solenoidal), entdo, a sua
circulacéo, realmente, e diferente de zero, o que € expresso pela formula (19.7). Todavia, para qualquer
campo rotacional, a divergéncia deve ser igual a zero, pois, para qualquer volume fechado, o nimero

de linhas de inducéo divergentes € igual ao nimero de convergentes. Por isso, para qualquer campo

rotacional 4, tem lugar a relagdo:
V.(Vx4)=0 (19.8)
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Aplicando esta relagédo a formula (19.7), obtemos:
V.(VxH) =V.j=0 (19.9)

Contudo, como sabemos, esta € uma conclusdo falsa: a divergéncia da densidade de corrente ndo é

igual a zero. A equacdo da continuidade, que reflete a lei de conservacédo da carga, diz que:

9
V.j= —a—’t). (19.10)

Daqui, a conclusdo inevitavel de que a formula (19.7) relaciona-se com tais processos nos quais a
corrente pode entrar em dado volume ou sair deste, somente em quantidades iguais. Na realidade, é
possivel o acimulo ou diminuigdo de cargas no volume, o que expressa a equacao da continuidade. Em
outras palavras, a formula (19.7) foi obtida com a suposicdo de que a corrente representa, em si,
somente um fluxo uniforme de particulas carregadas sem sua acumulacdo em elementos do circuito,
por exemplo, nas placas de um capacitor. Para se ter em conta esta particularidade da corrente, vamos

utilizar a relacdo por nés obtida do teorema de Gauss:
v.D =p. (19.11)

Daqui, unindo esta formula com a formula (19.10), obtemos:

7=——V.D (19.12)
V.J (')tv
ou
oD
Vi7T4+—| = (19.13)
7+%)

Consequentemente, o processo de acumulacdo de cargas (isto €, a variacdo da inducédo elétrica 5) é

. d
equivalente a uma corrente suplementar a—’; , 0 que Maxwell chamou de “corrente de deslocamento”.

. > 0D | .
Desta maneira, a corrente j +- @ total, € uma corrente fechada. Para esta corrente, de fato, a

divergéncia ¢ igual a zero (a corrente que entra € igual a que sai em qualquer ramo do circuito).
Introduzindo essa corrente de deslocamento, Maxwell deu a seguinte forma a sua primeira

equacéo:

— aD
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Deve-se notar que Maxwell ndo utilizou o operador “rot”, ou seja, “curl”, em inglés, mas o expressou
em coordenadas cartesianas correspondentemente as componentes X; Y; Z.

Depois de Maxwell, gracas as contribuicdes de Herz e Heaviside, as equagdes que receberam
seu nome, adquiriram uma forma mais compacta, a forma candnica, que apresentaremos neste capitulo
e elas aparecem nos livros didaticos de todo o mundo.

Passamos, agora, para a segunda equagdo de Maxwell. Vamos generalizar a lei da inducéo

eletromagnética de Faraday:

£, =—% (19.15)
dt
d
&=—|BdS 19.16
| dt ) n . ( )

O vetor B pode depender tanto do tempo como das coordenadas. Tendo em vista a dependéncia

somente do tempo, vamos utilizar o simbolo para derivada parcial.

0B
6 = — ! <E> as. (19.17)

A forca eletromotriz, como a queda de potencial, em qualquer caso, é, por definicdo, igual a
integral da componente tangencial da intensidade de campo elétrico multiplicada pelo elemento do

contorno dl:
vV =[Edl. (19.18)

Para o caso da f.e.m. de inducdo, a integral transforma-se em circulagéo:

&=§Eld|- (19.19)
L
Consequentemente,
§Etd|=—j 981 gs. (19.20)
1 s\ Ot )
ou
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OB
fEdl ] (J ds _
ot E M _lim s{d9t) (4B (19.21)
" 150 de | >0 de ot )
S S
0 que d& a segunda equacdo de Maxwell:
VXE = _9B (19.22)

at’

Em conjunto com as equacdes obtidas anteriormente para os vetores densidade do fluxo elétrico

e densidade do fluxo magnético De E,respectivamente, as equacdes (19.14) e (19.22) compdem o
sistema de equacbes de Maxwell, que reune todas as leis da teoria classica do eletromagnetismo. A
solucdo das equacdes de Maxwell, para diferentes casos, € tema da radiotécnica e radiofisica.

Como veremos adiante, as equagdes de Maxwell levam a concluséo tedrica sobre a existéncia de
uma forma particular de um estado da matéria: as ondas eletromagnéticas, que se propagam no espaco
com a velocidade da luz. Desta maneira, as equacdes de Maxwell tornaram-se o fundamento da teoria
eletromagnética da luz.

Quinze anos depois da publicagcdo do famoso Treatise de Maxwell sobre a eletricidade e o
magnetismo, passados oito anos apds a sua morte, as ondas eletromagnéticas foram observadas
experimentalmente por Heinrich Hertz, em 1887. Sete anos apds os resultados obtidos por Hertz, é
atribuida ao russo Alexander Stepanovich Popov (1859-1906) a invencdo do radio. H4, contudo, uma
controvérsia no tocante a questdo de quem primeiro descobriu o principio de transmissao e recepcao
das ondas eletromagnéticas descobertas por Hertz. O grande inventor sérvio Nikola Tesla (1856-1943)
e o inglés Oliver Lodge (1851-1940) podem ser considerados precursores dessa facanha. Em geral, a
invencdo do radio é atribuida a Guglielmo Marconi (1874-1937). Entretanto, alguns registros
historicos parecem indicar que Popov pode ser considerado o inventor do réadio, tendo em vista que,
em 07 de maio de 1895, ele fez uma apresentacdo a Sociedade Russa de Fisico-Quimica de Sao
Petersburgo de seu dispositivo para transmissdo e detec¢do das ondas de radio. Marconi foi bem
sucedido em desenvolver os principios dessa invenc¢do, possivelmente, de modo independente, fazendo
transmissdes de ondas eletromagnéticas a grandes distancias, quase simultaneamente aos trabalhos de
Popov. Em 02 de julho de 1897, Marconi recebeu patente por sua invencao e, logo, em seguida, em 20
de julho do mesmo ano, em Londres, ele fundou a sociedade por acgdes, denominada Wireless
Telegraph and Signal Company Ltda. Em 1909, em reconhecimento a sua contribuicdo para a
invencdo do telégrafo sem fio e do radio, Marconi recebeu o Prémio Nobel de Fisica.

Para concluir, uma vez mais, vamos escrever na forma diferencial o sistema de equacbes de

Maxwell, de acordo com o Sistema Internacional de Unidades (sistema Sl):
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)}
VxH =] +—

ot’
VxE = —a—B, (19.23)
at
V.D = P,
B=0.

Na solucdo desta equacdo tem-se em conta que entre as grandezas que entram nelas existem as

chamadas relagdes materiais:

l_)) = Egog,
B = puoH,
j=oE.

O conjunto destas sete equacdes constitui o fundamento da eletrodindmica dos meios materiais.

Estas equacdes séo escritas na forma integral como segue:

- 9D
ithdI:-[(HEldS

S

o
ifEtdI:—aJ;BndS
§D,ds=[pdv (19.24)
\

§Bds=0

Diante das equacdes de Maxwell, o fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-1906) perguntou,
admirado com sua simplicidade, citando as palavras do Fausto, de Goethe: “Foi um deus quem
escreveu estes simbolos?”

No sistema gaussiano, as equacdes de Maxwell (19.23) e (19.24) sdo ligeiramente alteradas. Na

. . " o 41T S oD 10D ~ oD
primeira equacao, j passa a ser T] , enquanto 5 passa a ser P ; na segunda equacao, perante T

at
; 1 14t ~
também aparece o fator -, ¢ finalmente, na penultima equagdo, p passa a ser 4mp.
O fisico Marcolm Longair em obra citada abaixo, escreve que Maxwell reconheceu a

—

importante distincdo entre os campos B e H, associando B com os fluxos magnéticos, e o
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denominando de inducdo magnética. Ele associou H com as forgas, chamando-o de intensidade

magnética. O campo H esté associado com a forga exercida sobre uma unidade de polo magnético.

Entretanto, em muitos livros didaticos de carater mais teorico, as equacdes de Maxwell sdo
escritas sem a distin¢do entre os pares de vetores E, DeB, H, tratando as quatro equacfes em termos

dos vetores E e B. Por exemplo, € em termos de E e B que estdo escritas as equacdes de Maxwell no

livro intitulado Mecanica Analitica de Nivaldo Lemos, o que é correto em se tratando do vacuo.
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CAPITULO 20

OSCILACOES LIVRES NAO-AMORTECIDAS E AMORTECIDAS NUM CIRCUITO.
FATOR DE QUALIDADE DE UM CIRCUITO ELETRICO OSCILATORIO

Vamos construir um circuito com uma indutancia, uma capacitancia e admitir que a resisténcia

ativa do circuito seja muito pequena (Figura 20.1).

11
11
C

L

L

Figura 20.1

Se for considerado que R = 0, entdo, no circuito podem existir oscilacbes de correntes ndo
amortecidas. Imaginemos que nas placas do capacitor C surgiram cargas (por exemplo, nés o
carregamos uma fonte externa). Como as placas do capacitor estdo ligadas através da bobina L, nela
passa uma corrente, isto é, as cargas armazenadas nas placas circulam pelos fios da bobina. Porém, o
surgimento de corrente na bobina da origem a um campo magnético de tal sentido que ira impedir o
aumento da corrente (regra de Lenz). Consequentemente, 0 campo magnético crescente ird causar
resisténcia ao fluxo de cargas das placas do capacitor. Quando nas placas do capacitor ndo houver mais
cargas, 0 campo magnético da bobina comega a diminuir-se e a dar origem a uma corrente de sentido
tal que tinha a corrente do capacitor que se descarregava. Dessa modo, o circuito sera atravessado por
uma corrente oriunda da variagdo do campo magnético, isto €, cargas vao circular e elas serdo
armazenadas nas placas do capacitor. Quando o campo magnético for extinto, o capacitor estara
novamente carregado, mas agora nas suas placas vao aparecer cargas de sinais contrarios,
relativamente ao estado inicial: o capacitor estara recarregado. Novamente, o capacitor comeca a se
descarregar atraves da bobina e 0 mesmo processo de recarga se repete.

Consequentemente, no circuito LC surgem oscilagfes de corrente. Pode-se notar que estas

oscilagOes elétricas possuem analogia com as oscilagdes mecanicas. Essas oscilacfes ja devem ter sido
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tratadas no curso de mecanica, por exemplo, a4 foram estudadas as oscilagdes de uma massa pendente
numa mola (Figura 20.2), ou as oscilagdes de péndulos, os mais variados, desde péndulo simples até
péndulos compostos.

Na posicdo de equilibrio, a coordenada é x = 0. Desloquemos a massa m da posi¢do da
equilibrio supondo que a forca elastica surgida obedeca a lei de Hooke, isto é, a variacdo do
comprimento da mola é diretamente proporcional a forca. Devido a forca elastica, com sentido
contrario ao deslocamento x da mola, a massa m, ao ser abandonada, inicia um processo oscilatorio em
torno da posicgdo de equilibrio. Na posicdo de equilibrio, a forca de atragdo gravitacional da massa m é
equilibrada pela forca elastica da mola.

Assim, deslocando o corpo m da posi¢do de equilibrio, e soltando-o, obtemos uma forga néo
compensada proporcional ao alongamento da mola e que atua sobre o corpo de massa m. Vamos

escrever a segunda lei de Newton, para esse corpo:

m—— =—Kkx, 2.1)

onde k é a constante elastica da mola e o produto -kx é a forca eléstica que atua sobre a massa m (lei de
Hooke).

A equacdo do movimento oscilatério,

+—x =0, (20.2)
m

Figura 20.2

como se sabe da mecénica e como se vé da propria equacgdo (20.2), tem solugdo na forma de uma
funcéo trigonometrica cosseno ou seno. Realmente, a segunda derivada de qualquer dessas funcdes € a
propria funcdo com o sinal oposto, multiplicada por uma constante, o que satisfaz a equacéo (20.2).

VVamos escrever essa solucdo na forma
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X = X, C0s(ay, t + ¢,) (20.3)

e encontremos as grandezas Xo, @, , ¢, a partir das condi¢des iniciais e da propria equagéo (20.3). Se

na posicao de equilibriot =0 e o0 alongamento x € igual a zero, entéo,

0 = x,C0S¢,, (20.4)

. , T o
Istoe, ¢, = E, entao,

X=X, cos(a)ot+%j: —X,Sena,t. (20.5)

Quando @t =%, obtemos @,t=1 e o desvio da massa m da posicdo de equilibrio atinge o valor

mAaximo Xo, que chamamos de amplitude de oscilagéo.

Vamos substituir a solucdo (20.5) na equacéo (20.2) e encontrar a frequéncia circular da oscilacao:

2

d k
W(XO sen my t) + X senayt= 0, (20.6)

— X, @f Sen a)0t+£x0 senw,t=0
m
0)0: _ (207)
m

Vamos obter a equacdo das oscilacdes elétricas aplicando a Segunda lei de Kirchhoff.

>.&=0,. (20.8)
ou
g +e.=0,
isto €
dl g
-L—+—=—=0, 20.9
dt C (209)
dg
Notando-se que | :—a,temos
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2
L_‘; 4 % q=0, (20.10)
ou
d? 1
dtg +750=0. (20.11)

Comparando com a equacéo (20.2), vemos que elas sdo analogas, consequentemente, o valor da carga

nas placas do capacitor varia pela lei

q=0,Cos(at +¢,), (20.12)

onde a frequéncia circular @, define-se pela formula (20.7):

W, = /% (20.13)

Essa frequéncia chama-se frequéncia propria do circuito. Conhecendo a frequéncia circular,

determinamos o periodo de oscilacdo:

2
T=2-2zJLC. (20.14)
Wy

A férmula obtida é chamada formula de Thomson.
Qualquer circuito real possui resisténcia R e, por isso é necessario examinar o processo de

oscilacdes elétricas para o caso quando num circuito fechado, juntamente, com a queda de tensdo no

capacitor e na indutancia, existe ainda queda de tensdo na resisténcia:

dl g
—-L—+—=RI. 20.15
dt C ( )
Fazendo a substituicéo
 -_da
dt’
temos:
d’qg R dgq 1
+— =24 = g=0. 20.16
d 'L dt Lc| ( )

A solucdo de uma equacao desse tipo, em geral, é obtida nos cursos de mecanica, ou seja, a equacao
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2
E X v2a Xapxeo, (20.17)

(com a condigio ar® << a)j ) que tem como solugéo a seguinte expressao

X =x,e ' cos(wt+p), (20.18)

onde

w=. o, -a’. (20.19)

Consequentemente, a solucdo da equacdo (20.16), para as oscilacbes amortecidas tera a forma (com a

RZ
condicdo — <<—):
B0 5 << )

LC
o0t 20.2
q=gpe " cos(wt+e), (20.20)
onde
_ |1 R
LC 412

isto é, a frequéncia das oscilagcbes amortecidas € menor que a frequéncia propria (frequéncia natural)
do circuito, representada por @ .

Notemos que, com R = 0, essas expressdes transformam-se nas expressoes, obtidas acima, para

as oscilagdes ndo-amortecidas.

. R . : N .
O coeficiente o= oL chama-se ““coeficiente de amortecimento”. O seu significado consiste em

2L x ) . ..
que no decorrer do tempo T:F’ tempo de relaxacdo, que é uma grandezas inversa do coeficiente de

: 1 . : o
amortecimento: 7=— , a amplitude das oscila¢cdes diminui-se de e = 2,72 vezes.
a

A razdo entre duas amplitudes que correspondem aos instantes de tempo que diferem de um

periodo T chama-se decremento de amortecimento e simboliza-se pela letra & :

R
-t
PR L (20.21)

qo e —ﬂ(t-l'T)

O logaritmo natural dessa raz&o chama-se logaritmo de amortecimento:
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A=nf=ToaT. (20.22)
2L

Obtemos o significado fisico de 4, da sua comparacéo com « :

A=aT=

T (20.23)
-

T . , . ~ . . .
mas, T é igual ao numero de oscilagbes no intervalo 7, isto €, naquele tempo no decorrer do qual a

amplitude diminui-se de e vezes. Simbolizando esse nimero por N, temos:

A== 20.24
N (20.24)

Uma das grandezas mais utilizadas, que caracteriza a taxa de amortecimento das oscila¢cbes num
circuito, é o fator de qualidade do circuito, também chamado de fator Q, definido como uma grandeza

inversamente proporcional ao decremento logaritmico de amortecimento:

0="—7zN. (20.25)

N

Consequentemente, define-se o fator de qualidade pelo nimero de oscilagtes realizadas pela carga (ou
corrente) no circuito durante o intervalo de tempo em que a amplitude da carga (ou corrente) diminui-
se de e vezes. Se o fator de qualidade do circuito é grande, 0 amortecimento é pequeno, o nimero de
oscilacdes sem diminuicdo notavel da amplitude é grande. A grandeza Q pode ser expressa, também,
através do coeficiente de amortecimento, substituindo em (20.25) em vez de A o seu valor de acordo

com a formula (20.23):

A=aT,
Q= F % _1(27r)_ o (20.26)
aT 2aT 2a (T 2a

Quando o amortecimento é pequeno, o que frequentemente se verifica na radiotécnica, pode-se

obter:

(20.27)

entao
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1 2L 1 (L
~ - == (20.28)
Q 2a/JLC 2R/LC R\C

. R? 1 « « . « - «
Se a condicéo e << c ndo se cumpre, a equacdo (20.16) ndo possui solucao periodica: nao
h& movimento oscilatorio e ocorre uma diminuigdo da carga exponencialmente ou descarga aperiddica.
A passagem do movimento oscilatorio para uma descarga aperiodica verifica-se quando a resisténcia

do circuito R=R isto €, tendo em conta a condicdo

critica?

R2

1
42 LC’

egncontramos:

R= Rcritica= 2\/% (2029)
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CAPITULO 21
OSCILACOES FORCADAS

Se num circuito oscilatorio for ligada uma fonte de f.e.m. alternada V, coswt, entédo, nele

surgem oscilacdes forcadas. Vamos encontrar a equacdo das oscilacdes forcadas acrescentando a
equacdo das oscilagdes amortecidas livres (formula (20.15)) o termo que descreve a tensdo alternada

aplicada:

dl q
—L—-RIl +—==V,coswt . 21.1
dt c o 2 ( )

Passando a equacdo para a carga, obtemos

G+ 20 q+a)§q:\%coswt, (21.2)
onde
R , 1
a=—,; oy =——.
2L LC

A equacdo (21.2) coincide com a equagdo das oscilagbes mecénicas forgadas, estudadas nos
cursos de mecéanica. Esta é uma equacéo diferencial ndo homogénea de segunda ordem. A sua solugéo
é a soma da solucdo geral da equacdo homogénea (isto é, a equacdo (21.2) sem a parte direita) e a
solucdo particular da equacdo ndo homogénea.

Vamos procurar a solugéo parcial da equacgéo (21.2) na forma:
q=0,cos(wt+8). (21.3)

A substituicdo de (21.3) na equacdo (21.2) da:
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—q, @° cos(wt + 0)-2a q, » sen(wt + 0)+ wf g, cos(wt + 6)= \%cos wt, (21.4)
ou

— @, @ (coswtcosf—sen wtsen 6 )—2a gy (cos wtsen 6+sen wtcosd )+

+f g, (coswtcosd—sen wtsen 4 ) =\%coswt,
ou

- [% (505 — o’ )0089—2 aQ, wsen 9]cos wot—
215
- [q0 (a)§ —a)z)sen 0+2a wq,cosd ]sena)tz\%coswt. (21.5)

A fim de que essas equacBes se cumpram para qualquer t, € necessario que os coeficientes junto de

sen wt e cos wt, na parte direita e na parte esquerda, sejam respectivamente iguais, isto é:

V,
dy (a)g—coz)cose—Zaqoa)sen Hzro (21.6)

qo(w§ —a)z)sen0+ 2a ¢, 0c0sH=0

Elevando essas equacdes ao quadrado e somando-as, obtemos:

V,
Glag o f 4o’ g =15 (2L.7)

de onde, obtemos:
V

L (21.8)
\/(a)g - a)z)2 +4l e

Qo =

Da segunda equagdo do sistema (21.6), obtemos:

tgez—%. (21.9)
W, — @

. R 1
Substituindo oo e g pelos seus valores a:Z; W, = c encontramos:
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VO
b 2 (21.10)
a)\/RZ +(a)L—1j '
oC
R
9= —
! (21.11)
oC

A solucdo geral da equacdo homogénea, de acordo com a formula (20.20), contém o fator

{2t
e “*Y | ou seja, indicando que ela representa oscilacdes amortecidas. Para grandes valores de t,

quando o processo oscilatério torna-se estacionario, a solucdo geral da equacdo uniforme fornece um
termo muito pequeno que pode ser desprezado. Consequentemente, a solucdo particular (21.3)
descreve um processo oscilatorio estacionario que surge sob a acdo de um agente externo. Essas
oscilacdes sdo denominadas oscilacdes forcadas.

Vamos determinar a corrente estabelecida no circuito a partir das expressoes (21.3) e (21.10):

I :—z—?:a}qosen(a)ue), (21.12)
ou
| =1, sen(ewt+6) = Iocos(wt+ 9‘%) , (21.13)
onde
VO

I, = = |y =00q,.
JRZ{QLJJ
@C
q

Encontramos a frequéncia de ressonancia para a carga (ou tensdo no capacitor, pois V. = E)’

encontramos da formula (21.10) pelo minimo da funcdo que se encontra sob a raiz no denominador.

Determinamos o minimo dessa funcdo, igualando a zero a sua primeira derivada em relacdo a @:

2
4R fo—-L ]| o (21.14)
dow wC '

2
i w* R? +(a)2 L—ij =0.
dow C

res.

ou

Dai resulta:

194



Ivanor Nunes de Oliveira, José Lourengo Cindra e Clénia Andrade Oliveira de Melo

20, R? +2(a)f L—é)Z o, L=0. (21.15)

A solugdo @, = 0 corresponde a corrente continua. As outras solugdes diferem-se apenas pelo

sinal sinal + e -.

R2

1
o=t [—— : 21.17
' LC 27 ( )
Como a frequéncia nao pode ser negativa, descartamos o sinal ( - ) e obtemos:
1 R?
oK 21.18
“e=\Llc 20 L0

Comparando com a frequéncia propria do circuito @, (isto é, a frequéncia com R = 0, formula

(20.13)), obtemos:

, < @,. (21.19)

De (21.19) resulta que, para uma excitacdo de ressonancia do circuito por uma tensdo externa
alternada, a sua frequéncia deve ser um pouco menor que a frequéncia das oscilacdes livres.

As curvas de ressonancia construidas de acordo com as férmulas obtidas para a tensdo no
capacitor e para a corrente no circuito estdo representadas na Figura 21.1.

As curvas de ressonancia para a corrente sdo diferentes pelo fato de que nelas, para qualquer R,

de acordo com a formula (21.13), o méaximo tem lugar com @ =@®,,.

Examinemos o caso de amortecimentos fracos no circuito, isto €; no caso de grande fator de

qualidade Q do circuito. Neste caso

2
% <« é (21.20)

entdo, a frequéncia de ressonancia para a tensao sera igual a frequéncia prépria do circuito:
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P (21.21)

EV

EV

Figura 21.1

Da formula (21.10), determinamos a razdo entre a amplitude de tensdo no capacitor C e a

amplitude da tensdo externa na ressonancia:

C 2’
a)C\/R2 +(a)L—1j (2122)

Na ressonancia

1 . ,
wL_EZO; a)zwfi,lstoe;

LC
o 1 1 \E_Q
vV, 1 c JrR? R\C ' (21.23)

Jic

De acordo com a férmula (20.28), esta grandeza é igual ao fator de qualidade Q do circuito, isto
é, na ressonancia, no caso de pequeno amortecimento, o coeficiente de qualidade Q é igual a razdo da

amplitude da tensdo no capacitor pela amplitude da tensdo externa.
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Para valores grandes do fator de qualidade Q, é facil a obtencdo de uma relacdo aproximada que
faz o vinculo entre a largura da curva de ressonancia da corrente e o fator de qualidade. Por largura da
curva (Aa): w, — col), entendemos a diferenca entre as frequéncias para as quais o valor do
quadrado da corrente é igual a 0,5 do quadrado do valor méaximo.

Para as primeiras poténcias da corrente, as suas raz0es, nesse caso, devem ser iguais a 0,7
(Figura 21.2).

)
|
I
U
|
)
I
'
|
]

EV

i
W, W, W,

0

Figura 21.2

Da formula (21.13) resulta que a expressdo para a amplitude da corrente

1 =051 e (21.24)
cumpre-se sob a condi¢do
1 2
R%[mL——] =2R?, (21.25)
wC
pois, neste caso,
2
18 =0 = (21.26)
Da expressao (21.25) resulta
1 2
(a) L——J =R? (21.27)
wC
ou
2 52 2 2
o-— | R[p-®]|_R (21.28)
wlLC ) L 0] L

Expressando a parte direita de (21.28) através do coeficiente de qualidade da expressdo (21.23)
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L R? 1

2= ou —=— 21.29
Q R?C > Q°LC ( )
obtemos :
22 2
P S (21.30)
) Q°LC Q
ou
2 2
(-] =2, (21.31)
Q
? jz P
(ST , (21.32)
[wé o; Q°
4 2 2
A LA W (21.33)
23 23 Q° w,
4 2
“’—4—(2+i2j“’—2+1:0. (21.34)
2 Q° ) w
Resolvendo esta equacao, encontramos:
2 2
“’—2=(1+ 12]1 (1+—12j 1 = (1+ 12jii 1+—12. (21.35)
@ 2Q 2Q 2Q°) Q 4Q
Para valores grandes de Q, pode-se considerar que
1 1
1+ — =1, 1+ —~1, (21.36)
4Q 2Q
entéo,
? 1 1Y
AT (1i_j , (21.37)
@, Q 2Q
ou
w 1
a1t 21.38
T (21.38)

de onde, obtemos os valores das frequéncias @, € w,, cuja diferenca fornece a largura da curva de

ressonancia:
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= (Pijwo, (21.39)

de onde, obtemos:

o,-o 1

P (21.40)

Consequentemente, com grandes valores de Q, a largura relativa da curva de ressonancia é igual
a grandeza inversa do fator de qualidade, isto é, quanto maior for Q, mais aguda serd a curva de

ressonancia.
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CAPITULO 22
ONDAS ELETROMAGNETICAS E SUA ENERGIA

Para a obtencdo de oscilacdes eletromagnéticas ndo-amortecidas num circuito, é preciso
continuamente compensar a energia gasta devido as perdas que levam ao amortecimento. Um dos tipos
dessas perdas é o aquecimento dos fios do circuito que sempre possuem certa resisténcia ativa R (calor
de Joule).

Para os fenbmenos eletromagnéticos, além disso, sdo caracteristicas as perdas na radiacdo de
energia no espaco circundante. Foi estabelecido, experimentalmente, que a velocidade de propagacdo
das perturbacGes eletromagnéticas tem limite e isto leva a conclusdo da inevitabilidade da radiacéo de
energia eletromagnética no espac¢o da regido adjacente.

De fato, a transformacdo do campo elétrico em magnético num circuito oscilatério,
especialmente quando as placas do capacitor estiverem significativamente separadas (Figura 22.1), esta

relacionada com a variagdo periddica do campo elétrico no espaco entre as placas do capacitor.

Figura 22.1

De acordo com as equagdes de Maxwell, um campo elétrico variavel provoca o surgimento de
um campo magnético. Consequentemente, no espago circundante surgem campos elétricos e
magnéticos que variam periodicamente. A velocidade finita de propagacdo do campo elétrico e do
campo magnético tem como consequéncia inevitavel a distribuicdo periddica no espaco de ondas
eletromagnéticas progressivas. Para a irradiacdo de ondas eletromagnéticas no espacgo, 0 circuito
oscilatorio é aberto, isto é; as placas do capacitor ficam separadas por uma distancia como, por

exemplo, é mostrado na Figura 22.2.
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B o
:" \ 'l"'l'. \E
= L
= L ; = H
] /7 - o) /

\ /

Figura 22.2

Para a transmissdo de ondas eletromagnéticas no espago circundante, o circuito oscilatério é

transformado num sistema de radiacéo, para isso, a superficie da Terra serve como uma das placas do
capacitor e como a segunda, uma antena (Figura 22.3a).

L1777 7717777777777 LT1TTTET 7T T 7777777777

Figura 22.3

A Figura 22.1, a Figura 22.2 e a Figura 22.3 mostram um circuito LC sem resisténcia ativa R. Se
ndo houvesse perdas na radiacdo, as oscilacBes eletromagnéticas nele seriam nao-amortecidas. Como
consequéncia de perdas, as oscilacBes amortecem-se rapidamente. Para manté-las inalteradas, é preciso
ter presente geradores de oscilacdes eletromagnéticas ndo-amortecidas. Por meio de um destes
geradores, ligado indutivamente com a bobina do circuito aberto pode-se compensar a energia do
circuito gasta na radiacdo (Figura 22.3b).

Neste caso, as ondas eletromagnéticas propagam-se, quando o campo elétrico tem apenas uma

componente, por exemplo, ao longo do eixo X e as correntes e cargas inexistem. Entéo, as equacdes de

Maxwell que ligam E e H num meio (ver formulas (19.23):

VxH =f+a—LZ,
vB =~ 28, (22.1)
ot
cg, E=D
ot = B
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tomam a seguinte forma :

_, OE,
(VXH)x = EOEW'

VxE = —MOMZ—IZ ,paraE = E,. (22.2)

Derivando pelo tempo a primeira dessas equacfes e substituindo nela (depois da derivacao) a

grandeza % , da segunda equacdo, obtemos:

—

0H 0%E
VX—) =gg, —=
( at/y 0 gtz

1 = 0%Ey
——Vx(VXE) = —=
uouv (v )x g8,

R 0%E
VX(VXE)x = — g UoEU ?Zx (22.3)

Agora, € preciso encontrar o valor da componente x do rotacional duplo, indicado na ultima
expessdo, sendo E = E,. Para isto é necessario conhecer a operacdo rotacional de um vetor, no
sistema de coordenadas cartesianas.

Nos cursos de céalculo diferencial e integral, aprendemos que o ratacional de um vetor A,
expresso em coordenadas cartesianas, € dado na forma do determinante

Xo Yo Zo

ved d ad 0
1o, 0, 0,

x Ay Az

isto €;
. 04, Ay 0A,, 0A.., 04, 04,
o4z . > _ 04y, 04, 04y 22.4
v Gy ot Gy Yot Gy Po T gy Fo T gy Yo T gy Koo (224)
ou
. (9A, 04y 04y 04, 94, Ay
Ao (%82 _04x\, | (94x 047\,  (04y 04y, 225
v (ay az)x°+(az ax)y°+(6x ay)z" (22.3)

No nosso caso, € preciso realizar esta operacdo sobre o vetor E, que possui somente a
componente E,. Consequentemente,
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TLxy (22.6)

Agora, de acordo com a equacéo (22.3), vamos encontrar a componente x do rotacional dessa

grandeza:

0E, . OE, . 0%E,
7 (5250 = 5| = ot 2.1

Da relagéo (22.5), encontramos que a componente X do rotacional de qualquer vetor Aé igual a

expressao seguinte:

Neste caso, a expressdo entre colchetes na relacdo (22.7) desempenha o papel de vetor A

consequentemente,

2 2
o (25, - %3] = 2 (- ) - 2 (%) - (25 O ) (22.8)
0z dy . Oy\ ody 0z\ 0z dy? = 0z?

Das expressdes (22.7) e (22.8), encontramos:

0°E, O°E, 0°E

X

_|_
oy? 0z°

= &y My gﬂ?zx (22.9)

Nos cursos de mecénica, no topico envolvendo o movimento ondulatorio, obtemos a equacéo do

tipo:

o°f o*f 1 0°f
-

(22.10)

+
oy? 0z° v* ot

que é chamada “equacdo ondulatéria”, onde v significa a velocidade de propagacéo da onda.
A equacdo (22.9) obtida para o vetor intensidade do campo elétrico E (que tem, por condicdo,

somente a componente E, ) é também uma equacéo de onda e a velocidade de propagacédo da mesma é

determinada pela permissividade dielétrica, permeabilidade magnética do meio e a do vacuo:
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(22.11)

Para o vacuo,
€ =Uo =1

logo, substituindo os seus valores em (22.11), obtemos:

1 6

= 8
i .10°°.42.1077 2.10
367

V=

=3.10°m/s,

isto €; no vacuo, a velocidade de propagacdo das ondas eletromagnéticas € igual a velocidade da luz.

Afirmamos que as ondas analisadas sao eletromagnéticas. A nossa afirmacéo é correta, pois das
equacOes de Maxwell segue que o vetor H satisfaz & mesma equacdo de onda que o vetor E. Para

demonstrar isso, é suficiente realizar calculos andlogos, excluindo o vetor E da primeira e da segunda

equacdo em (22.2). Além disso, as equacBes de Maxwell mostram que qualquer variacdo da inducéao

elétrica, representada pelo campo D, da origem ao campo magnético H. Consequentemente, se uma
onda elétrica propaga-se no espaco, entdo, inevitavelmente, como consequéncia disso, haverd uma
onda magnética. Os dois campos mostram assim serem inseparaveis, quando considerados sob um
aspecto mais profundo.

Vamos analisar um dos exemplos mais simples, ou seja, uma onda eletromagnética plana, cuja

componente depende somente de uma coordenada. No nosso caso, isto significa que o vetor E, tendo

somente a componente X, ndo depende das coordenadas X e y, isto €, no plano xy, em qualquer dos seus

pontos, o vetor E possui um mesmo maédulo, direcdo e sentido. Isto, naturalmente, é uma idealizagdo.

Na realidade, tal onda ndo pode existir, pois, a sua existéncia significaria 0 movimento de uma frente

de onda infinita com valor finito da intensidade do campo E em cada ponto, isto é, a existéncia de uma
energia de onda infinitamente grande. Contudo, a onda plana é uma solucdo da equacdo de Maxwell.
Isto ndo é um sinal de erro ou limitacdo das equacdes; elas sdo lineares, consequentemente, a soma das
solucBes também é solucdo delas e a soma de ondas planas pode representar grandes variedades de
formas de processos eletromagnéticos realmente existentes. Por isso, as solu¢des sdo procuradas na
forma de ondas planas e depois as suas superposices sdo compostas partindo das condi¢des do
problema.

Se tomarmos a proposi¢éo sobre a existéncia da solugdo na forma de uma onda plana, ent&o,

-0, (22.12)
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isto é, E,, ndo depende da coordenada y.

A equacgéo (22.9) toma a forma:

0% E, 0% E,
—7 T E M E T (22.13)

Agora, vamos encontrar o vetor H para esta onda:

. OE, (22.14)
°7 ot

(Vxﬁ)x =g
ou

oH, OJOH, OE
— =&, &
oy oz ot

X (22.15)

Como o campo E nio depende da coordenada y, entdo, o campo H, criado pelo campo E, também nio

depende da coordenada y, isto é,

H
oH _ 0, (22.16)
ay
e a equacdo (22.15) toma a forma:
oH
— Y — ¢ £, OE, _ (22.17)
oz
VVamos derivar esta equacao por z:
o’ H
— - = g¢, 9 [ 9k, , (22.18)
oz ot\ oz
Da equagdo de Maxwell, temos
VxE = —pp, o (22.19)
Encontramos
= dH
(VXE)x =~y (22.20)
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ou

l= oH,
_O9B _ . 22.21
5, Mo ( )

Unindo (22.20) com (22.18), obtemos:

O’H, 0’ H,
557 = S0 HoP 7. (22.22)

isto €, a equacdo de onda para H .

Consequentemente, numa onda plana, os vetores E e H sio perpendiculares entre si (N0 NOsso caso,
E=E,eH=H,).
As funcbes senoidais servem como solucéo das equacdes do tipo (22.13) ou (22.21)
E, = E,cos(mt—kz), (22.23)

H, = H,cos(wt —kz).

Esclarece-se o sentido fisico da grandeza k, chamada nimero de onda, a partir da definicdo de
velocidade de fase. A condicdo de constancia de fase é

wt—kz=const., (22.24)

significa que a diferencial da fase é igual a zero,

d(wt—kz)=0, (22.25)
wdt-kdz=0,
isto &,
dz o
az_o 22.2
dt  k (22.:26)

dz , .
mas, a1 é a velocidade de fase v, consequentemente,

(22.27)

v:g; k=2
k v
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Notando-se que @ = 277 v, onde v é o nimero de oscilagGes por segundo, e V=v A, onde A

€ 0 comprimento de onda, encontramos:

k=22 (22.28)

A substituicdo de solucdo da (22.22) nas equacles (22.17) e (22.20) conduz as seguintes

relacdes:

kH, =g, E,,

(22.29)
kKH, = s piooHy )
de onde segue que k? =& &y M1 Ly o, que corresponde aos resultados obtidos em (22.26).
Tomando as rela¢Ges obtidas em (22.28) e multiplicando-as, encontramos:
ecy B =y HE (22.30)

Desta maneira, as amplitudes dos vetores de uma onda plana estdo associadas pela seguinte relagéo:

H, = |22 E (22.31)

AL Ly

de onde se conclui que a razdo de E, por H,, no vacuo, é uma grandeza constante.

B _ |t _
HO VAcuo 2

A dimenséo dessa grandeza € ohm ( Q ) Ela tem o0 nome de “impedéancia do espaco livre”.

=120z~ 377 .

A densidade de energia do campo das ondas eletromagnéticas é a soma da densidade de energia

dos campos elétrico e magnético:

2 2
W= 8‘902'5 n ””;H | (22.32)
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As oscilagdes do vetor intensidade de campo elétrico e do vetor intensidade de campo magnético

na onda plana sdo sincronicas, isto é, em cada instante de tempo, entre os vetores E e H é valida

relacdo (22.30). Vamos substituir essa relacdo na formula (22.31):

2
weE5E | Kb €5 E? =cg,E?. (22.33)
2 2
ou
w=¢g EE=ssE |HHH = [ss EH 22.34
—0-—01/ =NEE HIHET, (22.34)
£&,

Vemos assim que a densidade da energia é simplesmente igual & EH dividido pela velocidade de
propagacdo da radiagdo v, conforme (22.11), ou seja:

w=%. (22.35)

Por outro lado, EH é 0 mddulo do vetor de Poyinting. Portanto, multiplicando-se a densidade de
energia pelo moédulo da velocidade de propagacdo da onda, obtemos o fluxo de energia, igual ao
maodulo do vetor de Poyinting:

S = wv.

Notemos que no Sistema Internacional (SI), o vetor de Poyinting, em homenagem ao fisico
inglés John Henry Poyinting (1852-1914) é S = ExH, enquanto no sisema CGS, o vetor de Poyinting é
dado por

Terminamos este manual com as seguintes palavras:

A relacdo entre os campos elétrico e magnético mostrou ser tdo intima como dois lados de uma
mesma moeda. Eles sdo aspectos de uma mesma forga: o eletromagnetismo. Um campo magnético
variavel vai induzir um campo elétrico variavel e vice-versa. Maxwell descobriu isso. Na natureza, os
fendmenos elétricos e magnéticos estdo presentes desde os relampagos na atmosfera terrestre até as
auroras boreal e austral. Mais ainda: todo o espectro de radiacdo, indo dos raios gamas e 0s raios X,
passando pela luz visivel, até as ondas de radio, nada mais é do que propagacao dos campos elétrico e
magnético. O eletromagnetismo ¢ a base da nossa moderna sociedade tecnoldgica e é também a base
da cosmologia plasmatica. Segundo alguns especialistas, at¢é mesmo a formacgédo das galaxias e as
configuracGes dos conglomerados de galaxias estdo sujeitas a fendmenos plasmaticos, quer dizer a

presenca de campos elétrico e magnético.
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APENDICE A - LEIS FUNDAMENTAIS DA ELETRICIDADE E MAGNETISMO

Expressdo analitica no Sistema

Nome da lei fisica Internacional Equacao
LEI DE COULOMB = 1 q0,-
(Forca de interacdo entre duas cargas pontuais q, € g, separadas - Are 61’2 0 (1.8)
por uma distancia r) 0
TEOREMA DE GAUSS-OSTROGRADSKY: if(Edé): i qu
a) paraa distribuicdo discreta de cargas S €& i (2.10)
= =2\ 1 (2.11)
b) para a distribuicao continua de cargas if(E'dS): ce jpdV
S 0 v
Vv
LEI DE OHM: R= T const. (6.20)
a) para um circuito aberto
b ircuito fechad - (6:21)
ara um circuito fechado =
)P R+r
LEIS DE KIRCHHOFF: —
| _ 2. 1i=0 (1.13)
1% Lei, com base na lei de conservagéo da carga i
: : : — (7.14)
2% Lei, com base na lei de conservagdo da energia Z I i Ri - Z Ex
k
LEI DE JOULE-LENZ
2
(Energia térmica desprendida pela corrente continua I, ao percorrer Q =RI“t (8.3)
um condutor com resisténcia R, durante o intervalo de tempo t)
. L u LI (dLX(dLX7)
LEI DE AMPERE dF = 2= (11.8)
(Forca de interacdo entre duas correntes elementares 1,dl; e I,dl,, ou
separadas por uma distancia r, no vacuo) . . (11.11)
LEI DE BIOT-SAVART o
(Campo magnetico criado no vacuo pela corrente elementar Idl dB _ Ko 1dIXT, (11.23)
num ponto arbitrério) T 4m 2
LEI DA INDUQAO ELETROMAGNETICA DE FARADAY - _ d¢5 (15.14)
' dt
CIRCULACAO DO CAMPO MAGNETICO §(I:I d?): I (19.1)
(Lei de Gauss para 0 magnetismo)
FORCA DE AMPERE:
Forca atuante em um fio de comprimento l imerso num campo F= I(Txﬁ) (11.12)
magnético constante ( B- constante)
FORCA DE LORENTZ . _
(Forca atuante em uma carga e que se move com velocidade v no F = e(ﬁxB) (11.23)

campo magnético B )
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APENDICE B — DEFINICOES DAS GRANDEZAS MAIS IMPORTANTES DA ELETRICIDADE E

MAGNETISMO
Nome da grandeza Defini¢do no Sistema Sl
Campo elétrico (Intensidade do campo elétrico) E= E
q
- 1 q
Campo elétrico de uma carga pontual E= 5
drg, 1
Campo elétrico de um plano uniformemente carregado E= o
2¢g¢,
i - 1 q
Campo elétrico de um cilindro carregado E= —
2rg, &1
Campo elétrico de um dipolo 1 P / 2
, E= 7 V3c0s°0 +1
(r>>r’) Are, €1
- . gD
Potencial elétrico Q=—
q
_ _ 1 9
Potencial elétrico = —
Arg, s ¥
Potencial elétrico de um dipolo = 1 PCOSZH
(r>>r) drg, €
E=—gradg
Ligacdo entre a intensidade do campo elétrico e o potencial ou
elétrico = op_. Op_. Op._
E=|Px + Py +P3
OX oy oz
Fluxo do campo elétrico @ = I(Edé): I E,dS
Deslocamento elétrico (inducéo elétrica) D= 580E
Polarizacdo dielétrica P=- gOE
Conexdo entre deslocamento elétrico, polarizacdo e campo — - =
elétrico D=¢&+P
Capacitancia de um condutor C= %
, £E,S
Capacidade de um condutor plano C= q
C- 2res,
Capacitancia de um capacitor cilindrico In b
a
- . - dreg Rr
Capacitancia de um capacitor esférico C= R
—r

Capacitancia resultante da associa¢éo de capacitores:

a) em série

b) em paralelo
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Nome da grandeza

Defini¢éo no Sistema Sl

2
Energia elétrica armazenada num capacitor W, = 1 CV? = 1 qV = EQ_
2 2 2 C
2
Densidade de energia elétrica WE = ggoE = E
2 2
Resisténcia resultante da associacdo de resistores:
L R= Z R;
a) em série i
b) em paralelo 1_ Zi
R — R,
. - dg
Intensidade da corrente elétrica = E
Densidade da corrente elétrica J=env
Relacdo entre a intensidade e densidade da corrente elétrica = _[(JdS)
S
e -, F
Campo magnético (indugdo magnética) B= T
Campo magnético num ponto afastado pela distancia R de um fio B 7
retilineo infinito percorrido pela corrente | N or R
Campo magnético dentro de um solenoide B =l
: - - B
Intensidade do campo magnético H=—
M,
Magnetizagdo da substncia magnética M = Xm H
Susceptibilidade magnética X =M -1
Ligacéo entre a indugéo B e a intensidade H do campo H= E M
magnético e o vetor magnetizacdo M Ho

Fluxo do campo magnético

Indutancia de um solenoide L = pu,n’(S
. - . A s LI?

Energia do campo magnético armazenada na indutancia L W, = T

Resisténcia indutiva R =al

Resisténcia capacitiva

Frequéncia propria de LC-circuito

2
Frequéncia de LCR-circuito (oscilagbes amortecidas) ®=,|a, _R_2
41
Velocidade de propagacdo de uma onda eletromagnética num 1
meio com permissividade dielétrica & e permeabilidade V=
magneética 4 EE, UL,
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APENDICE C
. Defini¢cdes das operacdes.
—  Gradiente do escalar o:
~ 9
grade =n, ﬁ,

7, € um vetor unitario normal a superficie ¢ = const.

—  Fluxo do vetor v através da superficie S:

¢ = [, Bds,
— Divergéncia do vetor ¥:
Voo = m =y
— Rotacional do vetor ¥:
J, vdl

rotzv = lim
n A0 AS

A formula (3.4) determina a projecéo do vetor rotv sobre a normal a area elementar AS.

1. Operagdes no sistema de coordenadas cartesianas.
— Gradiente de ¢:

d¢
0z

L0 L9
Vo =x0a+y0@+zo
— Divergéncia de ¥:

ov, 0vy, 0,

V.U =— .
V=%x "oy T oz
— Rotacional de ¥:
XZO 370 ZO
R 0 0
Vxv = |— — —

dx 0dy 0z
Uy Uy Uy
—  Operador de Hamilton V:

, 0 90 0
V=x0a+y0@+zoa—z.

I11.  Representacdo das operacGes fundamentais.

grade = V.
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(3.9)



Apéndices

VI.

divv = V. 7.

rotv =V XV .
Operador de Laplace V2 em coordenadas cartesianas.

*p *p d%¢

2 _ I
Vo=t o T oz

0%v 0%V 0%V

V2P = ot —— + —.
v 6x2+6y2+622

Teoremas fundamentais
— Teorema de Gauss-Ostrogradsky:

—  Teorema de Stokes:

f vXﬁd§=5E Bdl.
S L
— Teorema de Green:
_ a9

a oy
[, @V — vty av = f; (p22 - 22 ds
Algumas identidades importantes:

Vi) = oV + YVo

V. (V) = 9V + @V. ¥

V. (&xl_;) = bVxd — @Vxb

V. (V) = 0.
Vx(Ve) = 0.
vx(Vxv) = V(V. D) — V27!
Vx(@?¥) = V(D) + pVxi.

V(d.b) = (@V)a + (bV)a + ax(Vxb) + bx(Vxd).
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APENDICE D —- OPERACOES DA ANALISE VETORIAL EM COORDENADAS CURVILINEAS

No sistema de coordenadas cartesianas, a posi¢do do ponto M(x,,y,,2;) no espaco é determinada pela intersecdo de trés
planos de coordenadas (Figura 1):

X=X, Y=YV, Z = Z;.

Y=Y

Figura 1

Através do ponto M passam trés retas, cada uma das quais pertence a dois planos de coordenadas. A posigdo de
um ponto em qualquer uma delas depende somente de uma coordenada: x,y ou z. Pode-se construir inimeros planos de
coordenadas e retas dos tipos citados, deslocando livremente o ponto M. Com o movimento do ponto M, a dire¢do do
segmento OM = R, denominado vetor de posi¢do, que une o ponto M com o inicio das coordenadas, muda de direc&o.

E claro que um ponto no espago pode ser determinado, com igual éxito, como a intersecdo de trés superficies
quaisquer, univocamente dadas. Assim, no sistema de coordenadas cilindricas fixa-se a intercessdo da superficie de um
cilindro reto e de dois planos, um dos quais passa atraves do seu eixo e 0 outro é perpendicular ao eixo (Figura 2). No
sistema de coordenadas esféricas, hé a intersecdo de um plano, da superficie de um cone e da superficie de uma esfera
(Figura 3).

Estas superficies de coordenadas, em geral, podem ser descritas pelas equagdes:

q1(x,y,z) = const, q,(x,y,z) = const, q3(x,y,z) = const, (4.1)

onde a1 (x,y,2), q.(x,y2), q3(x,y,2)

sdo certas fun¢des univocas das coordenadas cartesianas.

¥ X
- .
| ‘ / | r g \ 'y [
e ol i / iy \
: } f‘ " \
™~ == : - v | |
| | [
/ ] | / /
/ | /
[ S |
| \ /
) \
| | |
n{
Figura 2 Figura 3
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sdo certas funcdes univocas das coordenadas cartesianas.

Nas linhas de intersecdo de duas superficies de coordenadas (Figura 4) verificam-se, a0 mesmo tempo, duas das equacdes
de (4.1), consequentemente, 0s seus pontos sdo determinados apenas por uma das funcdes q, q,, g3, Por isso, a linha em

estudo chama-se linha de coordenada e estas funges chamam-se coordenadas curvilineas.

as
»,

q 2=-c0n.s_!_-/’\‘\\\\ (1= const.

/_‘,v/"/ ’ ,‘;3;"\ ‘(’\
N @ M )
W, ~ 2 \

i
X_
4

q3= const.

o
S

; /\qz

g .

Figura 4

Para qualquer ponto M, no sistema de coordenadas curvilineas, devemos estabelecer a representacdo M (g4, gz, s)-
Os vetores unitarios tangentes as linhas de coordenadas e dirigidos para o sentido do aumento das coordenadas

correspondentes sdo chamados de vetores da base (eles formam uma base) e sdo representados da seguinte maneira:

= =

dq, d,, ds.
Vamos estudar somente os sistemas de coordenadas ortogonais, isto €; aquelas cujos vetores da base, em qualquer ponto,
sdo mutuamente perpendiculares:
C_il.dz = 52.53 = 53.51 = 0 (42)
Mas, além disso, eles sdo unitarios, portanto, a base é ortonormal.

O deslocamento do ponto M (Figura 5) é expresso pelo incremento do seu raio vetor (vetor de posi¢éo).

Decompondo a diferencial do vetor de posigdo pelos vetores d@,, d,, dz, encontramos
dR = d,dl; + d,dl, + dsdls, (4.3)

onde dl;, dl,, dl; sdo diferenciais de comprimentos pelas correspondentes coordenadas curvilineas.

G R
AR 3 3 \f 743
\||.—¢--\l: R+AR R
e AR(qy)

| e —
;" Ra ) ///, \I\\\\
/ qz

0 Ml
Figura 5 Figura 6
Por outro lado,
B OR go 4 0R  OR (4.4)
dR = ™ dg; + s dg, + o0 dqs.

onde, como se vé na Figura 6, as derivadas parciais do vetor de posi¢do pelas coordenadas sdo vetores paralelos as suas
bases:
R

= hyd,,— = hsds.
2025~ = Nads

R
092

R N
— = h,a
0q1 17

(4.5)
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Comparando as igualdades (4.3) e (4.4) e considerando (4.5), vemos que as diferenciais dos comprimentos das coordenadas

curvilineas diferem das diferenciais das coordenadas pelos fatores h, , h,, hs:

dl, = hydq,, dl, =h,dq,, dls=hsdqs. (4.6)

Estes fatores sdo chamados coeficientes métricos ou coeficientes de Lamé

=Trse¢ o
| Al e=rsenoa

Z / ™~
f'v ) - > N+ ‘AI9= rAO
oC ’K’ T \
.\ — Al =rAXX , L \
(x ‘l ‘l
4 -1
r
_/ \ii /
Figura7 Figura 8

Geralmente, os coeficientes métricos sdo fungdes das coordenadas curvilineas. Naqueles casos em que 0s
incrementos de comprimento e os incrementos das coordenadas correspondentes sdo idénticos, os coeficientes métricos sdo

iguais & unidade. Nos sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas, estes coeficientes sdo determinados facilmente, a

partir de concep¢des geométricas (Figuras 7 e 8).

Tabela 1 — Dados fundamentais dos sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas

NUmero Sistemas de coordenadas
de coordenadas
! Cilindricas Esféricas
d;q;h;dl; d;q;h;dl;
1 7or ldr 7or ldr
doarrda Jy9rrd9
Zyzldz doarsendrsendda

Vamos expressar, em coordenadas cilindricas, as operaces diferenciais da analise vetorial.

Gradiente de ¢. Com base na definicdo de gradiente, temos:

F) 2 2
grad,p = % , grad,p = i, grads;p = i.
Considerando (4.6), temos:
— 109 . L
gradyp =;--~  grad,p =2, gradsp = -
Logo,
gradp =220 3200 | G300 4.7)

hydqy  hpdqy  hzdqs

Em correspondéncia com a Tabela 1, temos:
e em coordenadas cilindricas

5 0@ | do 0@ 5 0@ .
grade = r0;+7";+205. (4.8)
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e em coordenadas esféricas

5 09 | 09 | @ 0 (4.9)
grady = TO + r a9 + rsend da’

Divergéncia de v. Utilizando a definicdo geral (3.3) e um paralelepipedo infinitamente pequeno, formado pelas

diferenciais do comprimento das coordenadas curvilineas (Figura 9), temos:
AV = dl,dl,dl; = hyhyh;dq,dq,dqs. (4.10)
O fluxo do vetor ¥ através de duas faces paralelas I e II ¢ igual a:
5]
—Vh3hydqsdqy 1g, + vohshidgsdg, Q24dqy — W(Vzhshl)d%d‘bd%
2

Onde o sinal (—), antes do primeiro membro, surgiu porque a normal externa a face I nao coincide com a direcdo da
coordenada g,. Da mesma forma, determina-se o fluxo de ¥:

. através das faces 1] e IV

a
945 (v3hyhy)dq,dq,dqs;
° através das faces V e VI

i)
T (v1hyh3)dq,dq,dgs.
1

A soma dos resultados obtidos dividida por 4V, em correspondéncia com (3.3), tem a seguinte forma:

divD = - hlh [ (vhohs) + - > (vshshy) + 50 (v3h1h2)] (4.11)
172

Particularmente (veja a Tabela 1), obtemos:

e em coordenadas cilindricas

19 10vg | Ovgz, (4.12)
divv = (vr )+ - a1t o,
e em coordenadas esféricas
19 9 _1 9vg (4.13)
divy = (Ur ) + rsind 89 (1719 sind) + - rsind da

Operador de Laplace. As formulas (4.7) e (4.11) permitem escrever o operador de Laplace, que age sobre um escalar, em
coordenadas curvilineas.
Vg = divgrade:

1 d (hyhz 0 0 (hzhqy 0 0 (hqihy 0
V2 = _(ﬂ_"’) +_(L_‘P) +_(g_‘l’)]_ (4.14)
hihahz Ldqy \ hy 9qs 9q2 \ hz 09qz a3 \ hz dq3

Novamente, tendo em conta a Tabela 1, escrevemos:

e em coordenadas cilindricas

2 2
o2 (p20) 10 o, (4.15)
o0

or r29a2 = 09z2’

e em coordenadas esféricas

Vz(p=ii(rza—(p)+ Lo (51n19 )+ L% (4.16)

r2or ar r2sind 09 r2sen29 da?’

Rotacional de ¥. Vamos calcular a circulagdo no numerador da expressdo (3.4), ja indicada acima, tomando como

contorno L o perimetro da face lateral I do paralelepipedo representado na Figura 9:

219



Apéndices

Figura 9

§ ﬁdz: —vzhzd 3 ‘fh+dq1 + v3h3dqs |q1 —vihdg |q3 + v1hida, T2+daq,
L
F d
= —a—ql(vghs)d%d‘h + a—q3(1’1h1)d‘hdq-

Aqui, sdo tomados, em pares, os lados opostos da face I; os sinais (- ) antes dos dois membros do resultado
intermediério apareceram naqueles casos em que a dire¢do do contorno durante a integracao foi oposta a uma das bases.

Dividindo a circulagdo encontrada por AS = h,h;dq,dqs, obtemos:

S 1 [d a 4.17)
rotv=—[—vh ——vh]. (4.
2 hzhq aq3( 1 1) aql( 3 3)
Da mesma maneira:
N 1 [0 a 4.18)
rot,v = — |— (v,h ——vh], (4.
3 hihy aql( 2 2) 6q2( 1 1)
5 1 [ ] 4.19)
rotv=—[—vh ——vh]. (4.
R P CUD B CAL
Finalmente, temos:
dy ay sz
h2h3 h3h1 hlhz
roti=|0 o 2| (4.20)
09, 99> 0q3
hivy  hyv, hyvs
e em coordenadas cilindricas:
T G 7
rotb=|o o 2| (4.21)
ar da 0z
Ve TV,
e em coordenadas esféricas:
7o do dy
rZ2sin9d rsind r
roti=| o B B (4.22)
or 209 Jda
v, TV, Tsindv,
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